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ERER. 
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第 一 章 预备 知识 


本 书 采 用 近代 随机 过程 论 中 所 通用 的 术语 及 符号 . 

例 姑 , 设 虽 为 任 一 非 空 集 合 , 其 元 素 称 之 鸭 点 ,以 名 记 之 . 设 44 
为 BEES eHT A. UidAecA.GW.iXeecA. Tit 
何 元 过 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 C. BEAMTE MABA 
或 4 了 五. 对 于 集 人 台 运 算 ，U 表示 求 并 , N EKRA 表示 有 4 的 
SE.A— BCANB) 及 AAB 4r SER A 5j B BOSERISERRIS T. 
示 集 合 4 的 示 性 函数 . g 

RER RREH FIH, R = RiR = [0,0),R — 
[一 %0]. 8. — [0,09]. N = 10,1. 20e) N = (0.1.2, 00). 
ITHE asb € R.a V b= maxia.b).a A b= minta.p} ,特别 地 
a =a Y 0a = i-a YW 0. 若 TEE Re, x Tai lime, = = 7, WIJE 
2B Ta $ p RAAHE EJIE SE En y r. 

HAE EE H E E E HEM ORDOS BIE FE — 
£5. atit f A CC E;.B C Ei f£ 0A) = {rTE ELIUD CA 
IR = {yy = flr € RLE E, ABS — 1B G agi E, 一 E, Bt] 
由 E, 到 E. 的 复合 变换 & (六 有 时 记 作 gof. 


$1 nmnpÀ s 


没 B 为 实 的 Banach 空间 ,其 范 数 用 I .| 表示 ,B* 表示 B 的 

其 加 空间 , 设 82h B RARR RER e POLL Fo Bord o 代数 ， 

S 中 的 集合 称 为 Borel f. ATIRA 3E CR GEHE RREH 
1 


SEHE UE CO LP) 为 完备 的 概率 空间 . 

EX 1.1 HAR AN> BAA, P 上 的 轮 可 测 函 数 
‘或 款 量 可 测 函 数 ), e REAL FER £F € B Scl x FOX 是 (0， 
A.P) Erg aTi iK i- 

定义 1.2 称 函数 和 — Jela 为 如上 的 简单 函数 (或 阶梯 
ER Eo n E A; € S un c Bi = lsty; (1 A, 一 Cs, 
DA= 0. Frist X — uL, 8 0 EAS MISERE ORT RES 


数 ) .如果 A CS uu cBi-1,2:.A N A — Qs jp. BA 
—. 
显然 ,简单 函数 为 初等 函数 ， 
ZEX. 1.3 PAR X0 BAA, P ERG GRO ERI. 
数 , 如 果 存 在 管 单 函 数列 :XX.} 玫 乎 处 处 强 收 般 于 X Clic SEIS K 
3 SOC S3 S ELI n Jo 89 AE E E c o dde d 50. ET 
JAE FPL —0, 4 "C—A 
有 
| Xelat — XQ») || — CQ 9 o9). 
BEI 3 lim X, =X ae W X,— X a.e,, 忆 后 ,几乎 处 处 成 立 
的 等 式 或 不 等 式 , 常 省 去 几 生 外 处 前 记号 ae.. 
定理 1.1 函数 六 可 测 的 充 要 菜 件 是 存在 初等 函数 询 儿 平 处 
Abi SUE X. 
db o q3RTESÉAR. T UETARÉE.0E(X.) 为 初等 函数 列 ,几乎 处 
gb mE AEI A EFP — 0, oC 0 — Aq 
lim | Xato) — XQ) li = 0. 


RA n, PRIR X. 一 -5 ailp pp Ei E 4€ BA -1.2. 
Pen 
… BA m. ftg 


5 


Minimes sss S T P RR ERE 


k— m, nl m 
4 
| Xo v € Et 
z=] B £a 
0. BÈ, 
FAX) 为 简单 函数 列 , 且 


POL x X«L. 


ig A, 一 Tim (X, Æ X.) gi Borel 一 Cantelli 如 | 理 知 PCA, = 二 0, 对 
f£— e € 0 — (A.U AD EEM >O, " n > M 时 ,w E€ X = 
A. ,部 . l 

lim Il X.) -一 XQD = lim Xe) — X cw) ll = 0. 
MARERA XL) JLE AAT AX X E WIS. 

定理 1.2 EXE SP Ee TIAA. gx Ea 
BER. D XD ER fE H NA R. 

Wo X EOLVO ID) 上 的 可 测 函 数 ,于 是 ,存在 简单 函数 
列 X = Sube p 

mX, =X a£. 


如 
YTRER, 一 Yel EEA SEB., 


k 
IRD S MGDIS, 
id 


k 


(Xd Nba 
mn 
T3 3 3 (p P eR CHE 
FOX) m FEX) ue,, 
EA = dA ae. 


ERE X ESTARS, X] Re E TRE ER EC 

EM 1.4. Vou E X (27 B 为 可 分 值 的 ,如 果 {X(w):wE 0) 
是 了 的 可 分 子 集 , 称 关 是 几乎 可 分 值 的 ,如 果 存 在 由 c22o40. € 
F PUR = 0,fB E (X (0, € Q — (,) 是 B 的 可 分 子 集 ， 

引 理 1.3 iX XO. P) ENS UT E xm X EILE 
可 分 值 的 ; 则 EX scq er teg f. 

WE AF, VP) RSS E aC GERA IE XCO T] 
在 零 测 集 上 的 值 并 不 影响 其 可 测 性 , 故 不 妨 设 和 是 可 分 值 的 , 必 
SERI RERISpan (X (2) o € A) fe B, Krpspen CCo) io € Q2) 3 
mHLSR AG OX Coo io € A) 张 成 的 闭 线 性 子 空间 . 从 此 ,不 失 一 般 
性 ,可 设 B 本 身 是 可 分 空间 . 设 可 列 集 {z,} E B p E. x 0, UO] di 
Hahn 一 Banach 定理 可 知 :; 对 每 一 zi 在 在 fi EB, 上 天 二 1; 使 
得 六 上 — dx E iB |EE TEE FETTE x € B REX 6 0, 
必 有 = 使 得 xx) EAA 

Ead ee ial = hr S sup fi GO 
& sup | fiw) +E, 


由 < 的 任意 性 得 

[ell sup A) l, 
而 EGO s zl = xls (6 SD, 
t sup |A C) | & lels 


即 | æ || = suplf Gl. 
由 六 的 任意 性 得 ; 


| XQ) = sup |f, Oc Go) | oY e € 0. 
BT OX ERTH M0 8 kI1.500 为 实 值 可 测 函 数 , 丛 
dd. p X d E er $. 
定理 1.4 (B.J. Pettis) — i$ X0 -- B, WF SURE SET: 
(D 到 是 可 测 的 ， 
(X 是 能 可 测 的 旦 是 几乎 可 分 值 的 . 


E (D 2. bE? MX R8 BLAST Bid m L. 1 斌 
Wu) Ege (XL) EROR 4 使 得 
lim X, (w) = Xle, yao € 12— A. 


记 


B, 一 TXT 已 人 二 4 一] 人， 
则 B, 是 可 分 子 集 , 显 然 
(X Ce 1o € £2 — Aj CC B,. 
因此 , 基 是 几乎 可 分 值 的 ,这 就 证 明了 (2) 成 立 ， 
(2) 二 (1). 不妨 设 总 是 可 分 值 的 ,从 而 可 取 zx E B, kS 1， 
2 fl iX Qo) € R) C Gk Z1. 
id 
D, = (oi | XGD — n d x E, 
EXCO 一 x, 是 弱 可 测 的 且 可 分 值 的 ,由 引 理 1. 3 An Qu 为 可 测 
集 , 又 对 每 一 上 之 1. 有 


2 = U Au. 
à—1 
ER 上 - 
4 Aa = Du o UO, = d.e 
~= 


WOO Awk 21) 两 两 不 相交 且 Ú Au 0. EX UT. 
A,Co) = tp E Anit = 1.2.17. 
则 X, 是 初等 函数 ,又 由 X, 的 定义 知 :对 任意 wE OUR 


| XGo XD — | XG2 — ud «1. 


故 lim X, Ce) = X (e). id Æ 1. 1 58] X J& (TS BD CD 成立. 
推论 1.5 XO — B A5 np a se se A (rA Ce ded AA 
4X.) 和 一 零 概 集 4 使 得 在 人 2 一 A 上 {X.) —Solc ST. X. 
证 由 定理 1. 1 知 充 分 性 显然 成 立 , 下 证 必要 性 . 设 六 是 可 
测 的 , 虽 让 定理 1.4 知 广 是 几乎 可 分 值 的 ,于 是 存在 零 概 集 上 ,类 
5 


eH  « 


似 于 定理 1.4 的 证 明 ， HRE A UC Eeen 
一 AVÉ 


l| X, Qu) -X | < L, 


BB4X,) dk Q — A E— gr AF X. 

推论 1.6 BETIA A B. HAX psg X 8 
可 测 的 等 价 . 

推论 1.7 UU Xi:0-— Bj npe 为 实 值 可 测 函 数 , 则 ex 
为 可 浏 函 数 ， . 

证 V f € B'.B5sgR 3.4 40 FOOD 是 实 值 可 测 函 数 , 从 而 
faX) 二 af OO) 为 实 值 可 测 函 数 , 即 aX de ss ur MIGS. X d IE 
1.4 591 X EJLA UE A € S7 .IPCAD 0,9, € fn — 1, 
2. MEEA Goon = 1,2) REFU G0, € 0— A) dd tn 
上 一 1,2,-:) 为 有 理 数 全 体 及 S 一 {r Xlaj 一 12， m 
S 是 了 的 可 分 子 集 . 旦 满足 

iaCa) X (2:9 € (2 — AJ CC S 
这 表明 aX 是 几乎 可 分 值 的 ,由 定理 1.4 知 eX 是 可 测 的 ， 

定理 18 d XGQ—BallgdEupWuirsj.X.0—B.H 
X, 几乎 处 处 弱 收 但 于 X, 即 I A € PUD — 0,Y AEB'Yw 
€ Q — AF 


lim fX, Go3) = f(X tw), 
JU X J& vfi in. 

证 XPüR — m 3./€X 是 实 值 可 浏 函 数 , 从 而 A(X) 是 可 
Hd. Se X 基 弱 可 测 的 . 又 对 每 个 2 zm 1, 因 六 ,是 可 渭 的 ;由 定理 
1.4 XP XE sa CB,.A € P(A) = 0, 使 得 [xii 在 
(X, Gio € Q A) 中 稠密 . 令 

B, 一 ena, 
则 B Xt idi Fon; 4H £& b 58 [e] Bu LEER HRS. d X, 几乎 处 处 弱 
(acp X d 


(X) o € Q — C) AD) C Bo, 


但 P(U AQ) = 0, X ELETA SUB RERE 1. (AX jT 
Bldg. 
推论 19 igi: 有 
JLF ab sbug SET X.9] X F A. 
证 ”注意 到 X, 几乎 处 处 收 化 于 天蓝 含 区 几乎 处 处 弱 收 全 
TO X. FREH 1.8 Al X dé RTIRIR. 
EH 1.10 i$ X.0 — B H np c C. Rufe T H HB vk SONG 
) ,使 得 
O X21 
(2) limX, = X a.f.. 
XE 由 可 测 函 数 的 定义 知 存 在 简单 函数 列 {Z.) 使 得 limY. = 
X, ae.. 
4 
. Y,|Y.d «2l XI; 
及。 一 Cn Z2 1) 
o0. 反之 . 
WC 为 简单 函数 列 且 满 足 (1) 与 (2). 
为 方便 起 见 , 以 后 总 称 定义 在 概率 空间 (2, 关 ,PP) EPOR 
于 了 的 可 测 函 数 为 了 值 随机 变量 , 当 耻 一 只 时 , 则 称 只 值 随 机 变量 
为 实 值 随机 变 基 . 
设 UL) 为 实 值 随 机 变量 序列 , 若 存在 4E F, PA — 0 ff 
得 
Xlo) XQ») D. Yoc, 
WR CX.) 为 递增 的 (或 非 降 的 》, 记 为 X, tae, “在 无 混 请 的 情 
况 下 , 简 记 为 X, 4». | 
车 存在 4E .多 ,P(4) = 0, 使 得 
Xe) X X402) L eV w E RA, 


oet 4 Pe AM rp URN PERI 


则 称 4X,) 为 严格 递增 的 , 记 为 XL $ 人 ,a.e.. 类 似 地 可 定义 递减 
的 ( 非 升 的 ) 及 严格 递减 的 . | 
BUG € A) 为 任 一 实 值 随机 变量 族 RIISA (Xat E A) 
表示 由 {Xt € A) 产生 的 c 代数 . 
EOXGRBIBBULER BES 的 任 一 子 o 代 数 ,六 关于 RE 
可 测 的 ,以 后 常 简写 成 XE D. 
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本 节 总 假定 多 的 子 o。 代 数 是 完备 的 . 
定义 2.1 DXX B MNRE | | X || dP «o. 


D d X — 5 uL 是 简单 函数 , 则 定义 X( 在 口上 ) 的 
Bochner 积分 为 eb iud 


[xar = Dap 


(D EX RUE B ILE, Mh ERE 1. 10 TTR A RA 
(X.) 使 得 
limX, = X, 
lIX.] «21XH. nz 
则 定义 AXE Q LO 的 Bochner 积分 为 
[xar = lim [XuaP. 
n R 
下 面 的 定理 保证 了 定义 2.1 的 合理 性 . 
定理 2.1 HXRBROÉHUUERH[Ix 4P < os WINE 


何 简单 函数 列 {X,} ,只 要 
8 


——Á— —— 


lim X, = X, 
IX.gs2l|xXI. n zx], 
必 有 
(D 存在 六 EB, 使 得 


lim |. dP 一 h, 


EEA fe EB ER CRI (XL) Ms 


lim, =X, Zk a2 Xj ol, 
则 
lim X aP = lim [X.ar. 
Hm) im) 
(2) limf | X — X. || dP = o. 
证 (0D AH 1.10 npn 8 eg dO OX) 使 得 
lim X, =X, 
ITI sE21] Xl ， nzi. 
FE $8 qal Sz SE RIS 


lim || [zaP — [x.ar | 

m 1] | 

< im | X. — x. ll dP 
mum UU» 

< lim d |X,—XI2P + f IX—X, dP) 
MIA j 


= Í lim | X. — X | dP + | lim IX—X, | dP 
J 种 jum 


=Q. 
由 Banach i B 6955 atA: ETE A € B, 使 得 


Cev- mara a a re rer 


(2. 1) 
(2. 2) 


lim |X.dP = h. 
pir" 


At H SE Se Eg CAL CIC) ,使 得 


limf, —X,. 
EX. s2lXI. n21. 
4 
-人 sH n HERG 
Zo’n ARH. 


T (Y) 为 简单 函数 列 生 满足 (2.1)、(2.2) 式 , 所 以 必 存 在 hh EB, 
使 


tm [var Lh, 
而 1 Ix. dP), [Rar ITI fr dP) 的 子 序列 ,所 以 
"T - lim [X,ar. 
(n UUTCEERITT i 
定义 2.2 车 六 是 B 从 随机 变量 且 | 1X IAP < cc ME 
XCGfk N E) 是 Bochner 可 积 的 ,在 无 混 清 的 情况 下 ， 简称 为 可 积 
的 . 


EXER BANE I AE 这, 则 定义 六 在 A 上 的 
Fir 


[xar = jx LdP. 


EA ER D ERVE RE WR XAP 为 的 数学 其 


望 (简称 为 期 望 }. 记 为 EX， 
关于 Bochner 积分 有 如 下 攻 本 性 质 . 
zH 2.2 HX 是 可 积 的 昌 生 随机 变 景 .a 是 实数 ,i = 1,2， 
10 


un Vj 
(15 Max, 是 可 积 的 ; 且 
i=] 
[E axar = S afXdP; 
=] "n 


i=l 


1 i 


(2) Æ A, € S A, (Y A, = COL Son x m L0), 
A —- Ü A, . TU 
a=] 


Jxar = X [Xdr; 


c t [xerit « [1X iar, 
(D Bau EOS DM EBS3CQE RI EEELAE EE E zr 6€ 


B. 
fuzar = x[uar . 
2 n 


证 我 们 只 证 (4)， 取 实 值 简单 函数 列 {u.1 tE u — u H 


[ud x ul. n Ze 1.id 
* 


u= Dady, A E S, A N A — QUE D 
i=l 


t 
UA = Ra, ER, al, 
F-I 
W sx dE BEBE. imsax-—ur.burlisz2lubücl.gHs 
X 2.1 8 f 
à 


* 


jussa 一 X asx PAL) = x Ba PCAD 


D (—1 


= zfudP: 


n 


J 
n" 


X ha Izl2Pe gall flal <o HEN L ELR 
u 


11 


fuzaP = z[udP. 
n 


定理 2.3 EOS, P) 基 任 一 完备 的 概率 空间 ,了 是 任 — B 
值 多 可 测 的 可 积 随机 变量 , 若 Y A E 多 ,有 有 [var — 0,9 Y — 0, 


证 “由 定理 1. 10 及 定理 2.1 可 取 简单 函数 列 {Y,) Lh 


Y, 一 Soles 由 l, 


i=} 
A C V,AL( AQ Gsj.lehjsRonll 
La . . 
UA. 一 D, vi, € Bc = 1.2, h.n zm 1), 
LPI SIY, nS 


limY, = Y ,a.e. , 


1, 


tim | IY —rY.laP—o (2.3) 
Hn 


由 假说 条 件 及 定理 2.2, 有 


n + 


iy. kap = M iv. pap ~ 3 b pco 


a i-i Y zn 


如 
M [vani 
i=] 

AL 


I 


À, 
Mi | Y,4P 一 frar i 
BEP ^, 
如 
< DIY.— Yhdr 
i=l e 


= fY,- v (ar 
A 


12 


is utar e [yv. v aar + SIY, tap 
j ü ü 


«ziv. - vi dP | (2.4) 
ü 


fr (2. 4) RPS n 一 oo 并 注音 到 (2. 3» 式 得 
fi Y |dP — 0. 

IRE .Y = 0, a. e. 

定理 2.4 Bx. 8 z5 148 B BE ULSE EC SU.Y REALA 
可 积 随机 变量 , 若 
- lim X, =X, 
[X] SY aIl, 
WX Ru fB.IHVOAG.S G8 

[xar = lim x. dP. 


证 显然 大 是 可 积 的 ， EES | X. — Xio, {X.X 


SXi XI s2YCOK aD, PARARE ER ER 
RIJE R EU 
j [xar — [xar =] jx — X dP | 


<fIX- X. | 4P — o, (4 — 00), 
A 


Bp lim fx. dP = [xer. 


XEM. 2.3 AXE- BATERIEK, 9 BB HER. 
如 果 存 在 多 可 测 的 了 B 值 可 积 随 机 变量 Y, 使 得 
[xar = Jar. AE 
则 称 了 是 到 关于 密 的 条 件 期 望 ,并 记 为 
Y = EIP). 
13 


定理 2.5 iE X RE B (E n DPABEVUE RE S EF 的 子 5 代 数 ， 
W Y = EGOX[S) 在 a.e， 意义 下 了 唯一 存在 . 


证 EX-—DPDLLJGERRUBIEN URL EBA GE ,i 二 
L2"eA N A = EG € D. ÜA — 9, 人 SY-= 


DELO , 则 了 满足 定义 2.3 中 的 条 件 ,这 就 是 说 , 当 太 为 简 
MARY ~ EO S) RAE X RE B AER ER 
1. 10 及 定理 2. 1 知 存在 简单 西数 列 {X, = SOLL) ,使 得 
limX, =X, i 
IX z10XI Q >D, 


tim Í |X — X, | dP = 0, 
tr^ 


$ Y = EQG,|9) = S Ede I9», W Y, 关于 多 可 测 ， 
i=} 
ElY.H «o. X 


— X. -SDa zi gna, 


i=] j-1 
& LM 
YY 一 了 一 M M (x, 一 IDE aina F), 
i=] j=l 
所 以 ， 
5. Éy 
fiz = yars 333 t ail [grass oar 
K =i j=l ü 
k. JE 
= MONIsxlPGL AD 
i=l j=l 
= [1 X, ~ x. | dp. 
FI 
14 


rr 


Bul. lim || Y,- Y. pap —o. BO) JL IcBOROCEUPE RE 


序列 ,而 (0,6. PB = (Y0 BY er ei [av uan 


n 


二 50} 基于 二 收敛 是 完备 的 .于 是 存在 Y € Ln,3,P;B) 使 得 
imf lY — Y. tap — o. 


由 于 limf | X — X, || dP = limf | Y — v. jaP 二 6， t 
im) im) 


limf IX-X dP = lim | l Y —Y.l2P — o. 
YAEY, 
因此 
frar = lim f Y.dP = lim [XdP 
= fxar, yYAES, 
X ELESE T AF MET EYE. 
FREM — tE an YY ARE 2.3 中 的 条 件 ， 
则 Y 一 Y' 关 于 多 可 测 . 且 [1Y 一 YY | dP 之 oo, 又 对 一 切 A4E c. 
有 
[o — YOdP = 0, 
再 用 定理 2.3 得 Y= Y a.e.. 
条 件 期 望 有 下 面 一 些 基本 性 质 . 
定理 2.6 设 X; 是 B 值 可 积 随 机 变量 ,C, 是 实数 ,i 二 1,2， 


Hona EBEE S F o 代数 , 则 
{1) EG | = x; 


(2) ECS CX, NIE) = PCEN; 
ir i i—] 


I5 


oma emen ds cmn i 


(3) | EGG |» l| SEd Xi 150. 


证 (0D 5O0D 容易 由 条 件 期 望 的 定义 直接 看 出 .下 证 53). 
篇 记 X. 为 区; 由 于 | ECOXIGD || 5 ECHX lp [80 均 为 实 值 多 可 
测 函 数 , 故 为 证 37， 只 需 证 , 

fi EXIS | dP < [zc LXI AP = | IX lap. 


YAEY (2.5) 
MOX — Sua BERE EXO = M EO, | 多 ) ,注意 
im] i-l 


到 IX I = X la lH Lu BIO. 5 式 成 立 
Vt X r5 — B AS PEREIUUR Rt D RR GRCHU XC ,使 HimX。 


=X, IXI x2U4Xl Qc D. dBiislitatmAmavAc 
€, $ i 


[EX Map — ux aeri [IXY — ux lap 
; 1 
| « [1x, — X taP- o, (n — o0). 
据 定 理 2.5 的 证 明知 
lim | | ECX, 18) 一 EXIL) | dP = 0. 
所 以 ,y A € UR | 
EZES ll aP 


A 
< lim[| I ECX.|&» — ECX [c | dP 
ME 
+ | 1 ECX,19) tap] 
E 


= lim EXIS | dP 
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< lim IX. dP = | | X || £P. 


-prs: 


定理 2.7 设 X 是 B 值 可 积 随机 变量 ， €, ,多 TTD 
TUR BH. Z, C 89. 

ELEXA |p FD = ECGECX [59,5 [89,2 = ECX |89,5, 

证 ”由 条 件 期 望 的 定义 立即 知 第 二 个 等 号 成立 . 因为 
E(X | 名 E S TWA NY AEA CRA 


fex (E dP = [xar = fex |, ydP， 
A A aA 


由 条 件 期 望 的 定义 知 ECECX [12,5 | F EIX (FD) 
定理 2.8 设 X,,n 守 1 是 电 值 可 积 随机 变量 序列 ,limX, 一 
X,Y RB (SI EHBRELAER B. IXI s Yl oS 1l, 8 RESTI 
子 5 代数 , 则 
limE(X, i) = ECX |). 
证 ”首先 注意 IXI sirli Xi s21YI ; 利 
Fi 3c (8 BB LAE Bt TS TE Pp SRI 8 i C A RE E. A 
| EXEO 一 ECX, IS» | 
= | EUX, — X9» || 
SEIX, 一 Xa | 182 
sECGIX,— XID + E Xn — X 158 
— 0 Wm co). 
由 B 的 完备 性 知 存 在 极限 imECX， | 区) XE a L EQD 
关于 V SW KmE X, [90 关于 多 可 测 ,下 面 证 明 对 任意 4 € 
QE VG | 
| imecx. |4P = jxar. 


EKIS s ECEX, I [85 s ECILY | |Y), 
17 


H fec LY [Odp = [Ivy ar «eo. 
fe] ü 

由 定理 2.4 有 

Ji Ec, Ioa = lim [EXP 


= lim |X.dP = [üimx.ap = [xar. 
mj jtm | 


$3 B 值 测度 


如 不 特别 声明 ,本 节 恒 设 介 是 任 一 非 空 集合 ,名 420r 
数 , 对 每 一 AE 多 , 令 
FLA = (B,B EF, BCA, 
MAEA ERM. r= td 4 是 4 在 六 中 的 
一 个 分 划 n LA ALS ALD CF A,A f) A, — Qi zm D. 


DA = A. 4 UD JE Ae 57 中 所 有 分 划 组 成 的 集 类 . 

定义 3.1 RAN As: 多 一 耻 称 为 是 有 限 可 如 卫 值 测度 5 简称 
B AWE). 如果 对 任意 不 相交 集合 4. 召 E S7. AUB = 
BCA) 十 CB). # 称 为 是 有 界 的 ,如 果 sup l| «CA» | « oo. B (fil 


度 x 称 为 完全 可 加 的 ,如 果 CU AD 一 S AD Erb LL) 为 如 
中 两 阿 不 相交 的 集合 序列 具 UA E 多 ,而 右 端 的 级 数 表示 


{ p04.)) Ht BB 中 范 数 收 化 的 极限 . 
nl 
如 不 特别 声明 ,本 节 所 言 济 度 均 只 满足 有 限 可 圳 性 . 
EM 3.2. WE 5 — B EB (mE EEEF, S 
VE = sup J) HAAD d REV, JE XC 7 ERER X 
DRRR NIRV. iod EAR HR V.D coo BEER 
18 


变 差 的 , 对 任意 五 € 50, 
VIG) = sup(V,, (Gf € B*, | f| x1), 
其 中 M 为 如 下 定义 的 实 值 测度 : Cf (E) = fE E € S. 
则 Vx 是 定义 在 如 上 取 非 负 广 义 实 值 的 集 函 数 , 称 V; 为 1 的 半 变 
xk. es G2) < ce, 则 称 产 是 有 界 半 变 差 的 . 直接 验证 可 知 :;V。 
是 这 上 的 非 负 可 加 的 单调 上 升 的 广义 宾 值 集 函 数 ,而 V; RR E 
的 非 负 次 可 加 的 单调 上 升 的 广义 实 值 集 函 数 , 且 VIO « 
VAE), CY E € SO. 由 [1]( 见 命题 11,P4) Ae 有 界 的 充 要 条 件 
是 pg AUG MEX. 
定理 3.1 FATEH BEMENETE RAEE 
的 变 差 为 完全 可 加 的 . 
证 充分 性 — Ube RO PUEGÉBS B (NU REZ V, 是 完 
多 可 加 的 , 设 E C Znal, (E) 两 两 不 相交 且 E UE cor, 
往 证 GE) 一 S ac. RFEA AREE E) € 5. mm 
LEE 一 UE) Ø, FE 
IAD DED = EuGD — EO I 
= |E 一 Ü E» | S V,CE 一 UE.) - 0, m — oo, 
i KE 一 S eL. 
必要 性 Tp kA EEH EM B fü] HE (EL) 是 


S h A TE 的 集合 序 FTsbnuE- UE. € F, T= {BB 229^ Vw B.] 
JE E fe 57 vB £— 4 3a . St) 


S ie(B) = D eB A DED) | 
KHER HEr 
=Y MN«BOEO[LSSMIUIeQO nN E) | 
Hic 天 一】 HEN nH 下 
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m 


5 leB ESI « DVE), 
HEw 一 上 


Bi. VICE) « Ex. CE, ). 
男 一 方面 ,由 于 v, ROS REST BÍ) HARI EE OH n zlomg 


DVE = VU EO < V.C E, 


AT, V, OE « VLC ,这 就 证 明了 VV, 是 完全 可 加 的 ， 


33.3 HF — BE BENE v EF 上 的 实 值 测度 ， 
如 果 对 任何 4 € F uA = 0, H lA) 一 0, 则 称 # 关 于 "绝对 连 
& ICE um v. 

定理 32 设 Ap: 多 一 下 是 B 值 测度 ,是 多 上 的 实 值 测度 ， 
Wl] pv, «& v. 

证 VW ueXLAC X WO) = 0, WAHE B ESF ,.B. c 
AVÉ wuB) = 0, d EBD) = 0, 从 而 有 

VA) 一 READ lel = 0, 


Bl V, «v. 
, BV, vA € S A) —0,W aca d s; V,CD —0, 
从 而 有 aA — 0, BI unm n. 
定理 3.3 若 纪 是 如 上 的 代数 ,Ps; 史 一 了 是 完全 可 加 的 了 
值 测度 ,v 是 和 上 的 完全 可 加 的 实 值 测度 , 则 jv 的 充 要 条 件 基 ， 
RHEN e> 0, 存 在 6 六 0, 当 EE 多,WAE) «OP. [E (EE) || «6. 
证 ”充分 性 是 显然 的 ,下 证 必要 性 . 首先 ,对 了 EB"' ,foxy 是 
实 值 测度 . 当 E) 二 0 时 ,gj(E) = O,BEDACÉe;OCE) = 了 (pCE)) 
二 0, 即 frp 关于 v4 绝 对 连续 . 
现 假设 结论 不 真 , 则 必 存 在 :之 0 和 .名 中 的 一 列 集 合 {E,) ,使 
得 
| aED || > eE cla 1,2,, (3.1) 


——ÀÓ——M— 9À 9 


limwt UE) = 0. (3. 2) 
由 (3. 1) 式 及 Hahn — Banach 定理 可 取 A € B'AT 1.mB 
得 Arel > 26 B8 39 Fo T vEERTIESRE EG. 22 3X XT 
Wb n H8 ee U ED E e G 

E, =E — Ü E,» 
则 有 ID e ee Enl] >e E an mn AE 55 EL 
相交 。 用 E, ,代替 EE， 进行 上 述 讨 论 ， 得 a > 2, E, — E, = ÜE. + 


但 | apl >e 如 此 下 去 ,得 到 多 中 一 列 互 不 相交 的 集合 
CE) ,满足 x(E.) 中 之 6. 此 与 的 完全 可 加 性 矛盾 ,这 就 证 明了 
DEYE. 
定理 3.4 设 羡 是 BB 值 可 积 随机 变量 , 令 
KE) = jzee， EES), 


则 产 是 有 界 变 差 的 完全 可 加 的 关于 P 绝对 连续 的 B 值 济 度 , 且 
VE) = J ix tar. EEF), 


证 员 知 /是 完全 可 机 的 关于 书 绝 对 过 续 的 了 值 测度 ， Ur 
dé Eig 中 的 一 个 分 划 , 则 ， 


Diea l= 3i [xap 


< xjixta 
2 [ixiar, 
因此 ， v< f| Il X 4P. 
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MY PITE RI RUE UE I Pru sr- ament mm n 


反之 ,对 任何 e 关 0, 由 定理 1, 10 及 定理 2.1 可 取 简 单 函 数列 
X.) dig 


lim | |X.— XV dP = 0. 
设 nw 满足 
fi X. — XI dP <e. 
a 
又 设 rw REEF 中 的 一 个 分 划 TES ERE n WT RE E XL 
Tio 是 比 更 精细 的 分 划 ,满足 
VE) — M [xar E 


AER A 


注意 到 

JUx ian - D i [x;ant 

所 以 
Iva» ~ [ax dani 


<D — Su [xar te Soit [xard 
AGR El ACE a 


— | [zaP NE +Í IX 一 X, | dP « 2e, 
A : E 
5 EB 
VAE) = limf Ix, | aP = [1x Lap cg e n 
E E 


定理 得 证 . 
ROZ ,PP) 为 概率 空间 ,对 ALB € 多 ,规定 
oA, B) = PCAAB), 
如 果 把 多 中 任何 两 个 仅 相 差 零 概 集 的 集合 帘 为 同一 , 记 此 集 类 为 
- 竺 [Pj; 则 由 [2j( 见 引 理 19.11) 4n e d& [DP] ERAEN 
—[P]XT fist HEA Z N. 
22 
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如 果 pg: 一 B 是 完 金 可 加 的 BEME, A «PX 
PC(GAAB) = P(A— CA N B) +P — (A f| B5, 
BECA) — CH) = uCA — CA (| BD — aB — CA () B). 
所 以 PCAAB) = 0 BF, CA) = aB), BI e spEUE E SP] 上 的 

函数 . 
X3 EE, € S [P].n — 1.2, pCE, E) - ORT H uE) 
-> aE). 此 即 afeh S7 LP] $l B 04K o 连续 的 上 映射. 
定理 3.5  (Vitali-Hahn-Saks) (2,5, P) 为 概率 空间 ， 
Bui = Bun = 1.2. AI EEn BB B (Nie «Dv on 
=l HIE € 5lime (E) 均 存在 ,出 
raso Sgt LOO =o 
证 de ojt 
Fam 5 ELE € S [P ], | a CE) — E GOD | x eb, 
B IL). q-—l2,- 


q 
m 


ES eu xk SP] EER SR, Snn F, ED HER. 又 因为 对 任何 
E € 9 limi E) Fe BIA SEP] = ÜS SP] RE R 
的 ,由 Baire 定理 知 :多 [PP 是 第 二 纲 的 .所 以 存在 自然 数 吕 ,4 所 
F ErI HS 

LE PEAD Lr) Cz (Y (Es | e UD — E CE) B x e. 
Bi Pn I LRR 8,0 «8 «rii 

PG) < 之 8 时 ,有 
| p CE i < 11 = 1 2 rg 


注意 到 . 
PUAU DAD x PO «8, 
PUA- E)AA) s; POE) «80, 
BUE) 一 p CE) A Us CA U E) — e, (A U E») 


—— —— 


一 {ACA — E) — pu CA — E) 
即 得 | e CES l| «36e, n = n, t dono p 2,7 

推论 3.6 在 定理 3.5 的 条 件 下 , 若 EOD = lima. CE), V E 
€ 5 M uk 5" EHE B (GRIS. 

证 显然 上 是 有 限 可 加 的 ,为 证 它 是 完全 可 加 的 ,只 人 须 证 明 : 
如 果 E, € E, C II eCGE) 一 0, S 3x E. FH PCE) 一 0 一 
oo, HEM 3. 5&0 XE ETSI e> 0. TEE m (6) D> 0:38 m m C 时 ， 
有 

sup || a Em) ‖ «e, 
Mp2 m Tm m BE. | eCEL lE x E 

定理 3.7  (Carathéodory-Hahn-Kluvanek 扩张 定理 y》 — i 
多 是 如 上 的 代数 ,多 一 F .p T o Bj. EWA RE 
”全 可 加 的 B 值 测 度 , 则 下 列 陈述 等 价 ， 

(D & 可 唯一 地 由 多, 扩张 到 ,名 上 去 而 成 一 个 完全 可 加 的 了 
(mE; 

(2) 在 5, Efr£db— SHE PLE o «P. 

证 明 可 参见 fi] Ge. 27). 


$ 4 ”本 性 收 人 与 随机 收敛 


定义 要 1 BG, Q 是 一 半 序 集 , 若 对 任意 与 CATE 
t, € A. flf t cts rs xS UR CA. x UIDES SE e] S. 

i$ G © 为 向 右 定向 集 . 任 取 #E Ai AQ) = Gus C Aux 
sj. Koo € AS A— AU lec V,3EZSREXE— UI E € Ait oo WICA, 
s) 仍 为 向 右 定向 集 . 

定义 4.2 设 4 是 任 一 指标 集 ,{X,,i € A) 是 定义 在 概率 空 
ARZ P) 上 的 广义 实 值 随机 变量 族 , 若 广义 实 值 随 机 变量 了 
ii E 
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(DVvVrcA]X Yae: 
《2) X5 -—Ir S SE(BBESLAE SE Y' 也 满足 : 
YIEE ASA SKY a.e.,W] Y «Y' ae, 
WPYXUXIea 的 本 性 上 确 界 , 记 为 esupX. 
Xo: € AL 的 本 性 下 确 界 定 尺 为 
einfX, 一 一 esup(— XD. 
AIC 4A) 的 本 性 下 随 界 定义 等 价 于 下 面 的 陈述 , 若 广 
疼 实 值 随机 变量 了 满足 
Cl)y Yi 有 YE X a.c. 
(D 车 广义 实 值 随机 变量 Y' ERE V: C AAY Sae, 
HY SY ae. - 
由 此 立即 知 : 对 任意 的 广义 实 值 随机 变量 族 { 筷 .人 E 4} ,总 有 
ein£X, x; esupX,. ` 
fed IEA 
Zi(A E A) 是 一 可 测 集 合 族 , 则 !4 € A) 的 本 性 上 确 界 
定义 为 一 可 济 集 合 ' 记 为 esup 和 4 使 得 1. apa, = esupla, 其 术 性 下 
LEE SOR einfA4, .使 得 Lus, = eint. 
定理 4.1 (ARERR. (X € A) EELE, 
SP) 上 的 一 族 广义 实 值 随机 变量 , 则 
OD Eae 相等 意义 下 csupX, 唯一 存在 ; 
(2) 天 在 序列 (X, n m Tm C iX E ALII GS 
esupA, = supA,. 
(3) 如 果 {X,t € A) 是 向 右 定向 集 , 则 {XX n 1) MERER 
的 序列 ,使 得 esupA, 一 supX, = lim X, . 
证 国定 理 只 涉及 R 中 的 序 结 AU. BURNER X, 取信 于 
[0,1]( 和 否则 可 通过 六 到 [90,1] 王 的 一 个 双方 单 值 递增 的 变换 如 
tg `z + EB 
fo) z 将 一 般 情 形 转 化 成 这 种 情形 ) 令 C0 E 
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(X: € AP Be HE RTRCTE IEEEANLAT SS3S 0 8E C € 9, 

Xa = SU 下， 

L1 

“一 SupEXo, 

WEEG on > 1} T Y 4848 EXC, — o. EU, 
G* =UG. c 
& umm EXg zx EXa-x-G 
于 是 ER =a. FHER Y vim 即 为 所 求 . 显然 ,7 是 随机 变 
HER A.S G= Gt U (XM. =Y V X. FE a—EY x 
EY YAD) SEX xa. m Pp V X=Y ae. 从 
MX S Yace. 设 了 是 任 一 随机 变量 ,使 得 对 任 一 上 E aAA, 
*OY'a.e., yg Y Byxg OH 
Y = Xe osupX,xY'a.e., 


和 EGG 
XE SLUEU] T esupX, 存在 - E— TERI RE X ar f8. 
Hg G* 为 可 数 集 , Aa G ERREX m I3). 于 是 
esupA, = Xo = sup, a. 8.. 
LES n=] . 
X (Xe ca) 是 向 右 定 pis WERE X 二 fata A 
V X, ata € iX c A}, zx zx 1; 从 而 


日 


sup, cu lim, X esupA, ases 


it esupA, = imX, a. e.. 
EM 43 BARAER. 广 文 实 值 随 机 变量 族 {X, € 
A) 的 本 性 上 ,下 极限 分 别 定义 为 
elimsupX, 一 einfCesupA, J, 
eliminfX, = esupteinf X,). 
IES IE sE 
Helimsupă, = eliminf X, = X. WI fR X ot E a) EE 
1 和 IRA 
并 称 随机 变量 六 为 {X,,t € 2) 本 性 收敛 的 极限 ,并 记 为 slimxt = 
X.. 
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mp pg ee 


显然 , 当 4 — N 时 ,本 性 收 全 的 概念 与 a.e， 收 襄 的 概念 是 一 
致 的 . 


由 于 esupX, a.e, UE — Ñ xp. JM m einfX,. elimsupX.. 
na fu ££ ud 
elimin£X, , elim X IR a. e. 唯 一 确定 , 故 涉及 它们 的 等 式 或 不 等 
^W ae wE. 
定理 4.2 i A ARAE, {Xt €x 与 1 ca 均 
为 广义 实 值 随机 变量 族 . 则 
esupCcAX,) = cesupX,, 
EA zum 
einfGXo =ç einIX,; 
(2) FACA PT € à) dix TEU SX. 
Mg elim (X, +Y) = elim X, + elimY : 
《3) EQGA € A) 本 性 "rs 则 对 任意 实数 & 有 


eiim(a.X,) = a elimX, 


证 (D e= od) BARY. e> 0 FYE A, 
X, S esupAX, EC CX, XL & cesupX,. Mili, esupte X5 x c esupX.. 再 


HAS x oesup(cX,2 得 A x 4 esup (cX). Ak esup X, z E 
" 
esup(cX,0. E e esupX, x: esu PEX, ,这 就 证 明了 第 一 个 等 式 成 
16i fed 
aÉ. M 
einf(cX,) —— esup(c(— X9) = — cesup(-- Xj) 
"E NDS rca 
= et esup(— X,)5 
"EA 
= ceinfX,. 
FEE 
即 第 二 个 等 式 成 立 ， 
(2) Dc = X.elimY, = Y. pisEEA.1 BUET Ein m 
1) C A.t, P 
elim supX,— lim(esup.X,2, 
fA moen E ML 
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elimsupY, 一 lim (esupY, ) a 


—4e2 E 


elimsupCAX, 十 Yp = lim Cesup CX, 十 Y)». 
(a sm EA 


由 于 
elimsupCX, T YOx lim CesupX, 十 esupTo 
UE AG 
< limCesupX,) + limCesupY,? 
meme Ed P" mew BE AGO 
= limCesupX,) + limtesupY,) 
N Pir Hz k-o fEAGU 
= X T Y. 
信之 可 证 elimini X, +Y) zz X 4- Y, 
um . 
i elimcX, 十 了 了》 = X +Y. 
EA 


(3) 设 elimX, = X. Ha 二 0 时 ,(3) ERR, a 70H, 
HEIER GO 5l. 


| elimsup le X = einflesuplaX,)) 
fL MEGA ck UD 


= a einf(esupX,) = a climsupX,, 
Ea sE "IA 
eliminf(a X,)- esup(Ceinf (2X,)) 
1E IEJ rE IN 
= a esupCeinf X,) = a eliminfX,, 
14 src) 1E 
üx chmta X,) = a elimX,. 
16A IEA 
35 4 — — | 时 . fEiEelimC— A =— X, 
事实 上 ， elimsup (— Xo = einf(esup(— X,)) 


Ea sta 
= einf(— einf X,» 
IË sÈ At 
一 一 esupleini X,) 
Eà Aù 


一 一 eliminf X,, 
PLAT 


Xi  elimini(— X) = — elimsupX,, 
mel "a 


TOP .pp 


这 样 — elimsup(— Xj) = eliminft(— X) =— X, 
iE i£ 
即 elim( — X,) —— X -«— elimX, 
IEA ica 


对 任意 a — 0.9 
elim(a X,)— elimClal(— X22 = |a| elimt-— X,) 
MA Ed rË 
一 一 |a|elimX, = a elimX,. 
WEA mE‘ 
EM 44 设 4 为 向 右 定 向 集 , (Xot E A) 为 广义 实 值 随机 
变量 族 . 称 
einf (Y; Y 是 广义 实 值 随 机 变量 . E limP(Y < X> = o0} 
IX, € A) 的 随机 上 极 跟 , 记 为 siimsup 生 ， (Xot E AHL E 
TREE Y AU 
sliminfX, = — slimsupt— X, 
à IRA 


TislimsupX, = sliminfX, = X o WFX CA) 随 视 收敛 EE X. 
t rea 


”为 {Xt € A) 的 随机 极限 ,并 记 为 slimX, = X... 


定义 4.5 设 态 为 向 右 定向 集 , (X: € A) 为 实 值 随机 变量 

1X ALAMETE. EIEE > 0, 有 
imP(X, — X| >) = 0, 

WEHA E A) RERKAF X HCY X X RE limX, = 
X.[P). 

EEEX FE: Y 600,972 0. ff TES € A.M: C AGO 时 ， 
HE ' 

| POQX— Xp») 

EE AN B. ExbgE XDB[ uS mi BECULAE dk FE yu E 
政 襄 的 定义 . 

定理 4.3 设 马 为 向 右 定向 集 , (Xot € A) 为 实 值 随机 变量 
族 , 则 slimX, = X 等 价 于 X,—— X. 


MARARA An dans s 


kal + r P r P E L L 
W d X,——e X du — X, —— X. E slimX, — X.A, 
TEX 
sil EslimsupAX, s X , 4slimsupX, = X' , Hr P X, — 9 X, e, 40, 
"n Una 


WxpE—2»I1f 
. limPC|X, — X| >s) =Q, 


更 有 
limP(X, — 2, 7 X) — 0. 
而 +e 是 实 值 随机 变量 ,所 以 和 十 5 AF | | ~ 


1Y; Y 是 广义 实 信和 将 机 变量 且 limP (Y «X)-—0h 

MX SX eae (Ko n1). BEX SX H e TRAN 
TRÉSOR A. A= UA ERP = 0 ERA n S 1, 均 有 
X LEHRER AE) G n o MEX SSN, ae. 

设 slimX, 一 六, 往 证 X, X. 首先 证 

"slimsup X, = Xe, 4 0> X] 5E ER 0 之 1.liminf P(X rn 
Xo +e) 二 1". 令 

A = OY 是 广义 实 值 随机 变量 ,lim PO 2» X) = 1}， 
gl X 一 ein Y. EA, x 为 向 左 定向 集 , 所 以 存在 YE A.Y.& 
12/8 X — limY, FREPOX s; X, — 6) Zz PO S X, Ee) zm P, 
< XDM liminf P(X s; X, + s) = 1. 

仿 之 可 证 : “sliminf X, = Xe, + 0> HE EK a l, 
limint PIX > X, —e)=].” x 

&& 2 limintP( X X se) — HEA 62 0, WIRE e, 之 
e. X]—4]: € 4, 总 有 

PX- X] xe) «POX —X| sx 6; 

这 样 1 一 limP(|X — X,| x e) < liminfPCIX 一 Xi xo 
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Steel ee 


Tomum eir ge PEIPER RE are. 


s limsup PCIX -XID Sl, 

即 limPCIX 一 X u e[s Ni 这 就 证 明了 X,—— X. 

定理 4.4 i AJISPURIEI SE Kot € A) 为 实 值 随 机 变量 
ik. elim X. =X, 则 slim X, =X. 

证 因为 elim X =X, Br eA elim sup X, = ein{ Cesup Xo) = 
Xe Y, erp Xu PA, 

Y, E À-—IiYiY 为 广义 实 值 随机 变量 ,lim PCY « XO = 0}， 
所 以 :einf Y, zz einf Y= slimsup X it 

U slimsup X SX. 

仿 之 由 elimint X,— esup(Ceinf XO-—X 可 推出 sliminf XGRX.A 
而 ， slim X,—X. 

上 述 定理 的 逆 命 题 不 成 立 , 这 只 要 注意 在 AN 的 情形 ,存在 
有 依 概 率 收 僵 的 序列 ,但 它 不 基 ale. 收 笋 的 ,从 而 可 知 本 性 收敛 
是 比 随 机 收敛 强 的 一 种 收 和 伍 性 . 
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在 本 节 中 得 设 (9， 7) 为 一 可 测 空 间 . 
(一 ) BI ACR GE F 中 的 上 升 子 RE. B sE 
Ro DSFR”. G 
FNF: € R., 


GA, 一 = VF, «Us 0 os, 


lf 


"d t 
Oa 一 Ei 
GV mm V mm BV M, 


SERI CERE, ERGI 9L 的 上 升 子 o 代数 族 、 
HF, CXCÀO..NICR. 


31 


MEAE A pake + 


定义 51 PA REIF AROR ER HE 
的 ,如 果 
SU = YVER (5.1) 
显然 ,1 多 ,- ,tf E RO) 是 右 连 续 的 ,从 而 ,任意 上 升 的 子 ec 已 数 该 
Fre R) 总 可 以 将 它 右 连续 化 . 本 节 讨 论 的 子 s CROIRE CÓ, 
tE R} 总 假定 是 单调 上 升 的 ， 
EN 52 MOHR SB cde LU, € R HEERE! 
起 混 清 的 情况 下 ,简称 为 停 时 ,如 果 
{Tt EE Py cR. (5. 2) 
RF r >) E F’ R 
ESI FER. ) 是 任 一 EAT o 代数 族 Di 
O) r EF E R) 停 时 一 r RECS E RO) nf. 
(2) rA, E R) VERTIT TEE AR E 


(< (5.3) 
或 
rai € S, YER (5.4) 
证 (D 显然 . PGüPuECO. 注意 到 
(tx =N! rib LyteER,, 
De en 


立即 可 知 :r AEST, ,ft € ROG 停 时 与 (5. 3) 式 或 (5.4) 式 等 价 . 

由 定理 5.1 知 ; 若 + 是 {Yi E RO 停 时 ,出 对 每 一 上 E R, 
Hir: E 这 ,但 道 命题 不 一 定 成 立 ， 

定理 5.2 X ron HALF t € RA) tL r H z 
max {T T Min {T T} JR A t € RO 停 时 . 

io d imaxir,. rn) x) — (ns A (0 sx E dmintr., 
D) XE — (rs (C 秋英 立即 可 知 :maxfryryymintr sr} 
HHF EE R) PR. 下面 证 :mm 十 za 是 (条 € RU) Ber. 
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YER RIA 
ina t n > t= in nD E 
U tr H r > tr = 0} 
U {r 0-062» nnlÓ68no—0) 
U fr ob ütIfB5nmtnl0! 
= [rdc4tn»60«n«t0lbUinsotrn-0 
A ian > r = 0) U (n znnoo 


记 作 
AU AU A U A,, 


所 以 , 若 令 已 是 有 理 数 集 , 风 有 
A= U Gran a N in >r pE F, 


r€ (o.npa 
A= (8-090) flin 0c, 
A= (829 6 f) i — 0) € F, 
| A= (smOiloesx. 
El n, 十 e ELF, E RU) 停 时 . 
定理 5.3 Zi) EPF, E 及 ) 停 时 , 则 supr Je C97, 
(€ R.) BREUI € R_) 是 右 连续 的 , 则 infe,timinfr, 和 
limsupr, E (57, € RM EH. 


n-ren 


{infr, « £) in E, 
ui 有 一 上 


liminfr, = sup infr,, 


WR k=l oam 
limsupr, — inf supr,. 
Hc ka] az 


由 定理 5.15] HE 5. 3 成 立 . 
EX 5.3. PrE EREM EN 
F, S IAAE BAN rE EH ECR). 
多 证 多 ,为 多 的 子 o 代 数 . 称 多 .为 = 前 = 代数 . 
33 
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PrE F nu € R.) 停 时 ,定义 
= ATA € aA N cx OOCLI LEER, 
Zub. dc T oeg H 
S. SAAE FANTE E NERAN 
定理 5.4 任 给 .入 的 单调 上 升 的 子 o 代 数 族 {137.1 €€ RO. 
ni 
OD) rAEG E R) c dÉ Sn up: 
(2) rr, YD t E R? Hn n4. C s 
G) n ELA at E RO) a F E R HER. 
= inito, - DF... 
GE O hirka) N Le) = feta AD CS Ca 
€ R.) 立 得 (1). 
G3 AC E OMAN (s) ANNA nS 
t€ SZ Yt E REEL A € 50.0 E. 
(3) 由 定理 5.3 50 c E (50,6 ER.} 停 时 , 故 由 (2) RD, 
Cs. in d A ENS M 
AD irzn = AN U<) 


SUAN in LD E SUYI ER.. 
XB 657, E R- EAEG rE t E R EMER 
PÈ rii a E RO UR AE Fe MRKA E., 
(3) 得 证 . 

定理 5.5 inen YAL’ ER FERE ue niin 

«unbhinsnhinsrnbhti-—rn) uq. QD 
iE ” 令 外 是 有 理 数 集 . 则 

ic «X on) f mA 
= Un zr Qin KpE SYE R. 
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ICs PL mamua SR PPAR a 


SO TIR EIER 


所 以 ,fr <r} € 党。 又 因为 
nO ins 

7 censu i gro Nidan E S, YER 
所 以 ,te on) € S Bn n) € XD... 

由 对 称 性 有 (non) € N Fa 

(n e) - (ncn) € S ns. 
(Xn) -0- (nn € 4. 
msns iaga a a E c.p x. 

(二 ) HEU. n € NY E S hi EIF o REBUFFS — 
Sm. =V Sn ROF N Mi En E N) 停 时 (在 不 引起 
混 请 的 情形 下 简称 为 停 时 ) Ee = n) € F’ nE N Ait 
Hh.(e xn) EFN n€ N. Erel un € N) 停 时 , 令 

F, S {AAE Fn ANER E FnEN). 
显然 ,2 是 .多 BI o 代数, 称 之 为 c 前 o 代数 或 售 时 o 代 数 , 且 

F= AA AN rs in) € S, n€ N). 

离散 参数 时 .关于 停 时 与 停 时 5 代数 有 下 面 一 些 常 用 的 性 质 : 

COD Uc EEn) 停 时 , 刚 AE 37,1 ACH 

cin) = friw), w C A, 
oo ,u € A 
是 停 时 . 

(2) ROLA D 是 概率 空间 , (XL S7. n € N) 为 适应 的 广 
AKERRETA LE (57,2 E 57 (0) 8L EOS o (CUT PI. 
对 每 一 nr € N.X, J& 5, n[ WS P SCSC BEBE LE EB 是 任 一 
Borel f, 6 

TíGoÓ) = inf (iun € N, X, (0) € BY £g infi = oo. 刚 T 为 
(7... € NJ) Bl. 

车 + 为 停 时 . 则 


— — —— — 


D&(w) = infinin > rlw), X. lw) € B) 
亦 为 停 时 . 记 Ds D. 

G) BS 是 一 停 时 ,本 是 Fs up CERE B SST, UT 
也 是 停 时 ,特别 ,对 任意 常数 # € N,S 十 是 停 时 . 

(D B co 是 两 停 时 , 则 TN o — max(r,o) $e A a — min(r, 
c) HLEE BH LEE LEE CO 是 停 时 序列 , 则 r = supr sa = infe, JE 
为 停 时 . 

GO ro d PEE (eso). (lasci. (eol (ior), 
irc) HART G.S. 

(6) db ra AWPTARB.ACiIcxHAGCZS.GEACir 
—95,A€ F 9 WW ADS..CADGIGEAOSS. SA 
AFOD 5] 3]. 36 cx oL] 0. C m, 

MD HR AC its o).AC 多 其 中 ro 是 两 个 停 时 , 则 对 任意 
实 值 可 积 随机 变量 X UH | 

EX |F ) = EC(ECXD PONY. 
(8) Rr. n € N) PRISE E CERE [PASE E BEDAE E X X. 
ÉEGGS7,..n c Ng 


RJ X, 一 EQX F). 
(D 设 ruo AO. E N) 停 时 ,对 任意 可 积 实 值 随机 变量 
XR 
EO | 57, Meca = EO |F Hen. 

(100 设 c 8,2 € N) Ber nn] 

G) A € 多 -的 完 要 条 件 是 4 可 表 为 

A — UA. N tr »D U X N {r= oo), 
EPA € n € NA. € S. 

GO EIEE X 2g i6. 可 测 的 充 要 条 件 是 X up 
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X2 Xd x. I. 


Ku Xo uw, 可 测 的 随机 变量 . X. 为 GU. nep yp tt. 

OD i$1X, Aon € N) 为 适应 随机 变量 序列 ,r 为 售 时 , 则 
A 是 如 本 济 的 ;车 {Kyn 乓 下) 为 适应 随机 变量 序列 ， 
z 为 停 时 , 则 并 ,为 57. REB. 

(三 ) 设 (4, SO 是 向 右 定向 集 ,{. 久 ,1,t € 4 是 多 中 的 上 升 
T o UE DOS; E 4, 和 5 和 > 六 ,已 分 "在 指标 集 为 向 右 定向 
集 的 情形 ,可 类 似 定义 停 时 及 停 时 。 代数 ,我 们 只 叙述 今后 要 用 到 
的 一 些 概念 与 记号 ， 

TEE KREFT ABRE) coe rg dE Aga LAE 
HXt&—:€ Adr(r- t) € S, RS 6 A 可 列 售 时、 
可 列 停 时 全 体 记 为 区, 记 工 = {r € Tic RR APARA. T, A 
停 时 称 为 简单 停 时 . 对 t,o € T de eso ase, life reco RR, 
关于 半 序 关系 STT, 仍 为 向 右 定向 集 . 对 任意 s E 4 和 +ET， 
记 


AG) = (€ SBMssLt.TG)- {coET.reo). 
re T. 
FeS [AE FAN =n ENEA) 
AH S. E RT o RRE PA r A o 代数 或 停 时 o 代数 . 


$6 — AJR 


EGS P) 为 概率 空间 , 令 L, PB) — (XE 
EH BEIER HÍ |X| dP < co) plae 5 B 
ULE dec ORC EXC AR 2 FE — ERCULAY RE 么 表示 任意 的 参数 集合 ， 

EM Gl 称 B 秆 随机 恋 量 族 {X,,t EE AYCLDOD ST, PB) 
为 - - 致 可 积 的 .如 时 | 
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lim sup iX, | dF = 9. 


4 ran rË 


Ip x, laal 
定理 6.1 BOL2€ A 为 一 致 可 积 的 B 值 随 机 变量 族 , 则 
下 列 条 件 成 立 : 
(1) sup| ll Xl dP < eo; 


(2) supPClj X, ||] zz a2 — Ola - 92; 
IEA . 
(32V 62 0.30 > 0, 3$ — 9] E € FPE « 6. 8 


sup| IX | dP « e. 
ICA 


n 


反之 ,车 {1) 与 (3) 或 (2) 5G mail X.€ A) 为 一 至 可 
证 {Xot E A) 是 一 致 可 积 的 . 
G) 由 一 致 可 积 的 定义 知 : 存 在 ae > 0, 使 得 

sup | | X,]2P-—1. 


"A 
UO XL ast 


因此 ,对 一 切 : € AS 
[ix lap Sop dX a) 1a 
m" . 


Mat sop] X. dP < as +1 < ov. 
tE 
ü 
(2) HOD 对 每 一 :万 A 及 a 0, 有 
aPCLX b ma & sp[ | X, dP =c <0, 
DIEA 
[t] 


E 
— a 
a 


所 以 ， supP | Xl 2922 x 
4 a co B5nCIo (2. 
(3 & E € S pa» 0 R—HW AA 


Nxtar= | axtan | We 
E 


En UO X E e EMEI, | <a) 
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Hi —SECHPBUPET OSEE E60 0. TTL a. > 0 (EE — I: € AED 


| Xl P « 3. 


£a XE es 


EBOUEAAB A TORT € Sq 
fix tar < y + aP(E),N (€ A. 


X] ER]: 0, ô — z, ,对 一 切 E € S.P) <8 ME 
M |X, l dP <e. 


反之 ,注意 到 (1)? 一 (27， 我 们 只 需 证 ， 3$ 5OD War, WX E 
A) 为 一 致 可 积 的 ， 

V €2-0, H C32 知 : 存 在 >0 使 得 对 一 切 EE€E SP, POE 8, 
有 


sup| I Xl dP <e. 
tA. 


X. Bi C22 AD XE E B) 8 7 0, 存 在 ao > 0. (E 3E — B] a 25 e. 及 一 
Wc AE 


POL X, za uma. 
SE ={]|X] =a} W3 — H a zm antt € 办 ,有 
| X, || dP < e, 
EAERI 
即 lim sup Í IX. dP = o. 
ar IGA 


OXEExS 
推论 和 .2 (RX, E A) SO € A}) 均 为 B 值 可 积 随机 变 
量 族 ,车 对 每 一 :€ 4, XN S IY. ace. BH(Yo E A 
致 可 积 , 则 {Xt E A 为 一 致 可 积 . 特别 ,对 一 切 : € A, | x 
Ya. e. Y 为 可 积 的 实 值 随机 变量 , 则 {X,,t € A) 为 一 致 可 积 . 
推论 63 X. E A) {Ynt E A Bp snp E185 B f 
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UT :mp spp ee 


PERLAS BERE. PIX, E Yt € A) gaps 

Rubela GOLD MUS B BHHLERIRRIX Ai 
值 随 机 变量 、 TARRE 

(1) X,— X. 即 | | X. — Xl dP > tn > o); 


ü 
(2 X,—- X. BAX,) 为 一 致 可 积 . 
证 (ODmOLGÓEX, X. .首先 注意 到 六 是 可 积 的 , 令 五 三 
s ,我 们 有 
ux ar [txiar + x — X lar. 
E E n 


RE ec» 0 TEL IE RCM EE OR ne M 时 ,有 | X. X Lan 


Kv FHER e 09 oo, SON 3) E € 9€ PE) 起 ,有 


E 


f XldP « S BI IPLE QM), 


E 
TDER.Xp-— 0] E ECs, PE <ô, f 
sup| LX aP xe 


E 


RM sup| I X. iAP eoo ikih EH 6. 1 580.1 为 一 致 可 


EU. WE ERE X, — X. 
(2) 9C) HELX,) —8sx T2. HX, X. WERE E 30 0 CC 


NOM X. DU. X. Ai. X, | 一 > i Xio hE EE 
| IX LdP« Um | X, tap 


< vw || | X. | dP «o, 


ük X EAM X. — X) —ECHPIR OSLfESS e> 0, 由 定理 .1 知 : 
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mM TU P an th mess - 


Thi 3 > 0, 使 得 对 一 切 EE ,P(E) v8 
su| 1X. ~ x tap Se 
& ` ` 


取 m 充分 大 ,使 得 当 2n E PO XX h eci TE 
nzm 时 ,有 l 


| | X.CX ll dP 


一 Í IX—X ldt, J tx x lareo 这 表 


CO XIX p ce 
8) X,— X. 

定理 6.5 UL: € A) 为 可 积 的 B 值 随机 变量 族 , 则 下 列 
条 件 等 价 ; 

O) (Xot € 4) 是 一 致 可 积 的 ; 

(2) HE R, = [0,co) ER Elim FE = oo f dE fh Borel iR 
% ,使 得 


Ka 


supfø IXI dP < co. 
"Av, 


证 D>. RX, E A E— EEupPABS  dUEPXHER aT 
O,X[f£— 1€ AR 


fcx it =a aP < | Xl aP, 
D TEMETI 
故 存在 自然 数列 ns so, 使 得 


sup| IX —20^dP «2m 
Un 


4 4G) — Sa —n asta ln 0,2. Hl d 3X3 


dcl 


负 , 单 调 非 降 , 右 连续 , 且 由 法 都 引 理 有 
lim ÉR liminf $1 a 一 Žo- 


oOx n ux 


kl 


Al 


— — 


> imi — Mj 
=> 2. liminf¢1 2) eo. 
从 而 lim eu = oo, 最后 ,对 任 一 上 E 4, 有 


IT IX dP= 51» Gn PaK art Dd 
a 


4—90 k—] 


一 S9 MXo 一 m» Pi s || X, i a + 1) 


=e] n= 


i—i 
Un 


2 


- Sh | Xd —»0^4P xd. 


故 sup [9c Æ ID4P < e. 

(DS) dE (2) oan. Od 1$ XB By 6€ 0 0. oco 
sup[ gi X, dP 
a 一 一 一 一 一 ,完了 有 取舍 0 REAR a RR at E 


E 


AD cc 5,. 则 对 每 一 +: € 4, 有 


1 
ixis | poxa. 
EEA at LEXIN iat 
TR 
ep | XIAP < iy sufo x Dar < e, 
XD aa ubi" 


EMX. € A) 为 一 致 可 积 的 . 
推论 6.6 iX: € ACL, , PB) 29 D, EP 
sop] IX. edP < o0, WAX t € A) 是 一 致 可 积 的 . 
定理 6.7. i X AETH B (E ESALAE RE UE: EE A) RE 
50 EES BET edEWE.WILECX [0.6 € AY 为 一致 可 积 族 ， 
证 ”因为 对 每 一 区 A, EXIS KEX ll |). 为 证 
42 


amm M9 me 


IEX (S € A) Je — SR RAS. RAEE X IE 1890.2 € A 


EC| X [EdP = i| XI dP 


TECE X | rre ECI X at 


= | 及 dP 十 t X | aP 


TECE X lI oar or X Eel EECR X 1 pee E X Eo 


s cpOECI X j| [5890 za 十 I X I| 2P 


EES poet 
<ŚEIXI + | IX dP, 
[EX post 


Flims f  ECXQIRE | gxierge 
aS OIEA kepa sel axi 


4 c oo ig 


lim sup | ECX. dP = 0. 
ana C82 ee x i penet 


XX 6.2” 设 4 是 向 右 定向 集 ,{X,,t € A) 为 可 积 的 B 什 随 
机 变量 族 . 
OD EUG: € A) 是 尾部 L' AR dE E € 公使 得 


Sup | X, I dP «oo; 
p 


HE AU. 


(2) RR a: € A) JE EEG BE REREH ARER 60, 
TE n € AM iDo ERER E € S.POD «0908 


sup | | X, | dP < es 
EI 


(3) RX a € A) BERAIR, EREE e 0, 存 在 所 
€ A À, 7» 0, fx —9] A2 AL 有 


sup | | Xl dP <e. 
i KETENE T 


显然 EX o € A) 为 一 致 可 积 族 , 则 它 必 是 尾部 一 致 可 积 
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a pp 


的 . 
定理 6. 8 B 信和 随机 变量 族 {X,,i € A) 为 尾部 一 致 可 积 的 充 
要 条 件 是 ， C 

OD (X; € A) 属 部 工 有 界 ; 

(2) {X t € A) 尾部 一 致 绝对 连续 . 

证 ”必要 性 , 令 4E 多,X> 0, 则 有 


[ixlas | gid4aP en 
A 


UE X, pat 
WX. € A) 是 尾部 一 致 可 积 的 , 则 对 任意 € 0, EXE 6 €. AM 
2 0,34 AT A, Bf 


sup Í lX {dP < F 


tE AG 
DX AO 


在 (6.1) 式 中 取 A 二 DLSE RUBER (EGO 8 一 zi DES 


(2) ,这 就 证 明了 必要 性 ， 
充分 性 - BRIO) 与 (2) 成 立 . 由 (1) 知 , 存 在 二 C Af 


ag x | dP < e», 


由 (2) 知 ， Y se 0, 存在 € A00, 使 对 任意 AE F, PLAZ 
oH 


sup | 1X, dP < es 
(eM 

WO € AS t mau. mno EXER OB 
sup | | Xl dP < oo 
KELANI 

及 

sup | IX 4P «e CA € S .PCA) LH 
^ 


于 是 , 当 AD> S EGP a= sup | || X, | dP < 20), 3—4 t € 
R 
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ee EE ui 


AGO A 


PXI >HEIEIXN tx 


因此 ， 
ep | XNP <e 


SEQ 
DIXIE À 


XXE CX, € à) 尾部 一 致 可 积 . 

定理 5.9 BARIERE a EAL RATIH 
HE: 

OD Xot € A) 依 概率 收 钱 于 半月 EX oo; 

(D {Xot € A) 尾部 一 致 可 积 ， 

证 AE. (1) 显然 成 立 , 下 证 (2) 成 立 . 令 4E€ 部 , 则 有 


[ixadap«[txiape [qx XNP. c.m 
A A En 


由 于 X E 入, 对 任意 给 定 的 se 0, 可 选取 如 €. A HERR t ez 
€ A 时 ,有 


[IX Xia «s. 
B 


4 A - ARHED 式 立 即 知 {yt € A) 属 部 上 有 界 ,又 由 


E| X| «oo. HaT ER i > 0,213 A € S Pa O0 WE 
fixtarc i. 
j 
于 是 ， 
sup | X. dP «e, 
toy 


f 
BD4X, E A) RERESE— SCÉBSDGESEQU BERE O. 8 AL (X2 ALIE 
8-3 up428.88 C20 成 立 . 
充分 性 。 BAO) 与 (2) BUE. E28 6€ 0 0,18 CO 知 , 存 在 
i E AÀ D> OQ AE À T AQQSLT UL E AGO 有 
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ll X. laP < $> 


EE XL màu 
对 上 述 X A.B OD 知 , 存 在 后 人 4, 当 上 E AGORBLUTE 
E€ 所 
PC|X, — XII za 
叉 由 (1) dX] 是 可 积 的 ,对 上 述 e TEXEÓ 9 0,04 AEPA) 
8H SYyYy 


fixi <ė, 
而 对 6, 可 选取 i € A 对 一 切 € AQD CB 
POLX, - Xl) < 
TE AER s € A Dtos Biss 全 ;这 时 ,对 一 切 : € AGE 


[1x = X idP < | I X. lap 

^ ax, xamimqgirga 

+ Í IXidP+ 人  (x|jaP 
LEX XREN qeu (EX XI 

+ | 一 Ka 
EX Xp 

<e, 


这 表明 X, x. 


$7. 条件 一 致 可 积 


RLS P) 是 概率 空间 ,7 AE- REESE SU 的 任 一 
Toii, LZGONGSE.PIB) = {天 ;天 是 人 上 之 B 值 随机 变量 ,并 
R ECI X | |2) « eo.a. e. o. id LEG, PB) A LS. 显然， 
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IO ri 


Hh ammam am mti se 


L, F PB) C Li GI PB). 
定义 7.1 EB 值 随 机 变量 族 {X,,t € T) 关于 28 是 条 件 一 
致 可 积 的 ,如 果 


lim esupE( || X, || Tx sn lB) = 05 ae., C. D 
kom o ET 

量 然 ,(7.1) 式 等 价 于 
lim esupEt ll X. hirien l = 0. a.e.. 《7. 2) 


Tue (5.0).W] ERAT 2 条 件 一 致 可 积 就 是 通常 的 
一 致 可 积 . | 

定理 7.1 RX t ET?) A BANER, Z 79 o7 EHME— 
子 了 代数 , 则 下 列 陈述 等 价 : l 

OD {X at E T) 关于 58 An: 

(2) 34 (Ef9] Sc E > 0 EXE 52 a G 32 ERAS 0, a. 
E gu 

esupE Cl Xil Tx > |B) < E, a.c. i 

(32 对 任何 多 可 测 竟 实 值 随机 变量 e 半 > 0, a. e. TE TE SO RT] 

的 实 值 随机 变量 4 六 0,a.e. ,使 
esupE(H X, laxen E E, ae.. 
证 D) =(2).Y e> 0, 由 于 
lim esupE( IX FaxiselcE = 0, ee., 

jg np Edccig&.v 8070.3 EEB, PA — E) <8, EE 
上 esup£E( | Xd Toaxazals8) HKT 0. TE, GO, = i, 
E, € BPR- E) < 1 fiesupE( | AX Tx |) E E, 上 
HA F O0. BIXT E > 0.3 &, € NV Rzb,VwecESE 
€ 
2' 
RO, T€ 88. PO E) < S sesupECIL X ll Tasas |) 
在 EE, 上 一 致 收 僵 于 OL pii E D E,. GM E, y E, U 五 :. 这 
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esupE( Xd Foaxaseltt < 


Maui eme m +- 


HO Bie 0635€ NN Ems o € E, di 
esupEt IX, Tasa sale) x £ 
按 上 法 继续 作 下 去 ,可 取得 3 = Lon 1) En E BPO En) 


< LES esupEC | Xd Lazica) T En E—3&l A o. 
EJE eD 0.3&,€ NV RIAQVeoCcE,w 


esup Et IX h lux, pon E) E, 
ng & 
令 A 二 Ks, + kals, -e, Toren TR... Eq 显然 .14 是 A ur 


BIDS SC (TER ELE RE , $ A — E, An 5 En — EL on z2 2.9 S Am 
Jj LA) 两 两 不 交 且 PCU AD = 13X86,229 0,a.e,， 叉 因为 对 每 
一 + E TIHEI A € 到 ,有 

JEX. DAE aP 

A 


en 


= 3 | EXN raxisslánaP 
F3 aña, 
= M [IX neas 
i=l aña, 
= > i X, il Tl x, pad P 
i-i ana 
x» [ SdP 一 | Żar. 
i=l aña A 


从 而 ,ECX hisia lE, aen 于 是 


esupE( 1X. TENES 1585 « E, ae. 
(229 (0. XHE— B WREE > 0.2. ， 取 党 
数 序 列 e, 4 0, £548 
4g 


PI«oxlc 
由 (2) A. X RE mz 1, 存 在 S8 可 测 的 实 值 随机 变量 > 0,a， 
e. , 后 得 
esupEc l X, d Pax a (E) A Ens a. e.. 


^U An t ooa e 
à= Ag 十 Vl te 十 下 十 A aiv Te 


FOA Si Dah AS (ea "E D £6) sm 2. BERGIA) 


两 两 不 交 ,P(U 4.) = 1,42 0, a.e.， 且 4 为 多 可 测 的 实 值 随机 
mi. A Y ETY AC, | 


[ECX laxis BdP = 3 
A 


i=l 4 


| EC X, ll Eaxasnl2D2P 
A: 


一 > | IX. ZaxasadP- » f ll X, |l Pax i> dP 


fi 一 1 AD A, 


一 之 fE | X, EA 
| 


A; 


= z E p fe 
<2 edP xz 2 f z4P = f z;4F. 
| AÑA, AÑA, A 
ATEC X, Parral D x sae. 于 是 ， 
esupEt || X ll Tx |B) «e ae. 
这 就 证 明了 (3) 成 立 . 
《3) 一 (1) ,对 任何 常数 £ 守 0, 由 (3) 知 ;存在 绕 可 测 的 实 值 随 


HEH A> O,.a.e., 使 得 
esupECR X. Harisa) <E ae., 


于 是 , 取 e — 1, 存 在 58 ap MAS Sc (EE PUE EE AL > 0. a.e.， 使 得 
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esupE | X. |l PRTA ESN [385 «2 1, a.e.. 
i = pe P 
取 ss co 存在 色 可 测 的 实 值 随机 变量 à > 0,a.e. ,使 得 
esupE( | X. | I, Lx as dE) < i a. es 


这 样 继 续 作 下 去 ,可 得 一 列 c6 可 测 的 实 值 随 机 变量 A > a.e. 
Gn > 1) ,使 得 


esupEt || X, || Zia si |) — l, a. £L. 
:EY " m 


从 而 ,esupE( EX axial — 0, ae, Gn — eo, A pi 
A, &oo,a.e. , FRE  TEXE E EE FE] M & oo ,使 得 POL MO ZR 
1-3. 
ZEE A, E Ma 
M,, À, D> Ma: 
下 面 证 明 esupE( EXE Fai le 
— esupE( I Xl Fox uis l -一 Q, (n 一 02). 
事实 上 ， 
| esupE( | A, ETAS ~ esupE( | X8 Daxi san 58] 
S esupEC][I X, || Fue ax ae 1502 
S EL aul = Aust 
XEDXX PATu >O x dA 


esupE( i X, | I, EA EZ | 68) — esupE( Il X, | I, EART | 28) 


P 
—— Q, (t om co), 


= 上 r E P 
BEP esupEt LX haza a 550 —m 0. Gn — o), 
P 
故 esupE( AXI Iaxasad53)—0.€n — o2). 


XAF 0X esupECE X, li axis lZ sm > o0. 


从 而 esupE( [EX Pops [58) —9 0,2. e. Gn -= o0), 
MBP Na S Mut 

esupE( IX. E Zoe sui 80 —m ae Gn — 6). 
这 就 证 明了 (1) 成 立 , 定 理 证 毕 . 

BO HT = Nt, EC] 的 相应 定 再 . 

定理 7.2 设 必 :和 所 了 7) 为 了 值 随机 变量 该 S8 25 S7 B5 (£— 
Tos 代数 , 则 干 列 陈述 等 价 ， 

OD (A € T) 关于 58 SRÜE— SERT 

(2) FAM RRT: 

(a) esup£( [AXI 158) « oo.a. 6, 
h) 对 任意 D n [RBS KEER €> 0,a. e. ,存在 8 
HI AS S: E E DLE E ô — 0,a. e. ,使 得 
EUa |B) « a e => esupE( | Xd |) < esae. 
(3) 下 列 两 条 件 成 立 : 
(a) esup£E( | X, | [580 < oora. e., 
42》 对 任意 实数 es 六 0 XE E S5 n IM AS KEELE E 0 > 
0a. e. fir Hi 

EUA| 23) — 0.2.6. => esupE( | X. £I LÁ eae.. 

证 (0-00. 由 定理 7,1 知 :对 任意 58 ETE S S-HÉLEG ULAE 
Bec 0e GE Z npWA EBD AS 02.6.8 
Æ 
2 
但 对 任意 55 KELER A> 0,a.e. ,总 有 

ECR X, I LIS EC XLI Tanriix tsn|Y) 
HEZ | inzien 
X esup£t LX, il Laxia l2) + AE CT |B). 
这 样 , 取 充 分 大 的 2 可 测 的 实 值 随机 变量 4, A A ae) H8 
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esupk ( I X. d Za X,QpAS Log) 之 
jm 


S. E.. 


IER Pant n scam i = 


PP 


= pae MAWR ETB < 8a. e. ,那么 
esupE( IX, | a| — Eae", 
HD 83900 mor. 车 令 A=, NWE 
esupE( | X, [| 128 s esupECI| X, || Paxsa l2 
十 À Opa E n 
即 (2) 的 ta) 成 立 . 
(222 (3). 此 万 显然 . M 
(322 CD. BEC 成 立 .因为 对 任意 56 可 测 的 实 值 随机 变量 4 
> 0a. e A 


EG axis D < IEC X | I%) 
< 3 esupE( EX. Eae., 
ET 


由 《3)》, 对 任意 上 > 0E E spy EENE 8t 9 > 0,a.c. , 取 
esupE( IX I 158 


BMEM à > 0.2.06, HAT 5 
a. €. . ME 
EGua xnl 89.2.6. V s C T. 
于 是 ， 
esup£Et LX. Paxasnlcem 
< esup(esupE(C || X, || Zia x 12415822 7^ 
:seY IET F 
< t£. A.E.. 
由 定理 7.1 知 (1) 成 立 。 . . 


注 ” 当 T= NN,B = 尺 时 ,就 得 [4] 的 定理 1. 
推论 7. 3 设 两 族 B 值 随机 变量 {Xt €T) 与 人 全 了) 分 
别 关 于 子 代数 多 EFE M ORTIR IUX, Yu ET) ZF ZA 
件 一 致 可 积 . 
证 BD IX EY gn SIXI HYI ET, 
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esupE( | X, 十 Y, i 128) 
S esupEC [| X, Il 125) 十 esupEC || Y, || | 2) 


< od, ee,. 


XV 0, 存 在 澡 可 测 的 实 值 随机 变量 5 79 Oae I 0,2» 0, 
da. e, ,使 得 


EUa |2) < ôa. e. = esupE( | X, | Dl) < gu e. 


m 


及 ME 
EG, L8) 02,2 e. = esupEC | Y, | L12) «sae. 
4 8 — min (0,,0,2 M 825 E RTI BA SE (EE PLE RE BO > Ora e., 
当 El] A9) 之 6,a.e. 时 ,有 
esupEC[ X, d: Y, LIA] 49) 


< esupE( | X, 1 £41585 十 esupE( I| Y, ll Z4] 


V £.d.6.. 
由 定 7.2 KIUX, X Yt € T: 关于 2 RUE SRERERA 
推论 7.4 营 B 值 随机 变 景 族 {,,t EE} 及 {Y,,t E 全 } 满足 
条 件 :¥ ET 和 | SIY sae, HY t ET) XFER 
数 多 条 件 一 致 可 积 , 册 {六 ,,t € T) 亦 然 . 
定理 7:5 iA. E T) 为 B 值 确 机 变量 族 , 如 朵 存在 非 负 
3k (& EB UL 2E d YEO |D) < oae n, 使 得 对 任何 :ET 有 
LXI S Ya e s. 则 {Xt E T) XT G8 EM Soup EL 
证 由 于 工 是 非 负 实 值 随机 变量 , 故 了 了 py 二 站 Ge (k — 
oo), H EYI psu 128) s EO | 58) < coase. ,这样 随机 变量 序列 
《ys 下 并 i ELS] Jg SE å 的 条 件 , 于 是 有 
lim esupEt LAXE Zaxixelce 
* limECY To > |38) = 0,a.e.. 
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BAX, € T) XT 58 REA, 
Bp EEEE: Le PERAR B eL EESLAE EE ORT: Z 
是 条 件 一 致 可 积 的 . 
E138 7.6 Wi eRGESXGdE[O.550 上 的 非 负 Borel 可 测 函 数 . 满 
E lim £C? = oo {Xut € T) JS BERIE BOR 2 2 57 M E — 
了 a 代数 , 若 esupE(g( I MIAD < oou e n MX ETZ 
于 沱茶 件 一 致 可 积 . 
证 MEPE EER, IEE > 0, fE 
90 > M, Y xm. 
X 
Td4é.xpAR—T:CTON 
EC X, laxa, lD < AEE X, lo). 
BRR H E oA 
esupEC X, ll Zia s M^ esupE (pC || X, 112). 
先 令 下 -> oo ,再 令 对 ~ co 得 
lim esupEr | X, Tx) — O.a.e.. 
EHX nt € Tii 关于 2 Pei — EE R[H. 
推论 7.7 HX ET) A B (E BE ELTE Eti 58 23 57 B) E— 
Tos dEXE EH pL1H 
esupE | X, 45138) < op ae 
则 {Zt € T) T 38 AoH. 
证 Xe Lz|l^.52»1.H] e iE ERE 7. 6 的 条 件 , 由 定理 
7. 6 立即 知 本 推论 成 立 . . 
.Q XLI Zs 中 的 B 值 随机 变量 序列 { 攻 ,} 称 为 收敛 于 一 
个 Li 中 的 B ENER X iR 
limECI X, — X | 128) = 0,a. e.. 


Li 
此 时 . 记 作 X,—- X n — o. 
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HO Ls kAPRGE L KRESE se P al BS ss uico 
HFAA ELA RE L^ A LITT 收敛 的 序列 可 以 不 是 Lis cS) 
(参见 [4]). 

定义 7.3 BÍE BEULAE d SU OX, 称 为 关于 子 o RE RE 
率 收 意 于 一 B 值 随机 变量 交 , 如 果 对 任意 多 可 测 的 实 值 随机 变量 
e> Mae, € 

lim EC x, xto Æ) = Qae. 


此 时 , 记 作 X, e X „a — oc. 
. Lh Ps Pa 

AE:XPX,——- X.n— 00, 则 X, - X. > oo, E X, »- 
X an colli X, -二 Xn o, 

定理 7.8 IX, Xan € N) 为 Ls 中 B 值 随机 变量 序列 , 若 
X, ^. Xn co Xn € N) XF B RARR X 
X. co RR ZEUG € NY CF Z RRIP X, 
Kn oo, X € Lis HX, Xon o, 


EO EX, Xa o, 48 X. D. Xon co. XB 
ECL X. LID S EC X, — X BH LI + EO X || £4] 522. a. 
e.. A= RWE 

supE( | X, || L) «7 oo. a. e.. 
HTX € Ls ,这 样 ,对 任意 次 可 测 的 实 值 随机 变量 s 盖 0,a.e. , 存 
在 滋 可 测 的 实 值 随 机 变量 P > 0a. e. ,使 得 


EBD) e 8 a e —ECQIL X] EI < gue 


4 A, —isupECI X, XI WE 02 A,C Au n 
zm 0».H.linPCA,) =]. TAR A RFA A = AMA = 0.1, 


en T de AIRA. Bed Se np ym fis 
机 变量 6, > 0.a.e.. EB 
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k Pe apad ian Re A. qns 


Elana 158) «a. e. 
=> sup ECI X; — X | Zan4 1522 « E ae.. 
Iaia l " 2 


4 8" = p,’ TE A, — A, 1 上,n 一 0,1, A; — (D. RR." d Z 
"[H ay E 8" — 0,2. e. ,并 且 还 有 

ECI,|.28) <ra e EGAL, A, l) de. 

= supE( LXS Xl LI, a < PX ， 


因此 ,supEC | X — X EET) ease. 
4 8 = mini 8), Ul]: 

E |Æ) «0.2.6 => 

supEC || X, | TJS supEC || X, — X E 
— Ei | X i| Z4] 582 « ea e. 

由 定理 ?7.2 4p0OX,.n EN) XT 58 RiR. 

RZB X. X,n— oc RJE X, —— Xn o oo 从 而 , 存 
在 子 列 {m4) 使 得 X, T» Xu om co. 于 是 ,| XX 一 XI a. 
e. , TR, SCAEBRELAE REEL CIL XL LO 关于 密 是 条 件 -一 致 可 积 


的 ,由 条 件 Fatou 引 理 (下 面 将 给 出 证 明 ) 得 
EC| X | [S limE( X,, | 12) < supEC E X, || 152) 
« Ooc.d.€.. 
BE. X € Ls. E 
其 次 ,对 任意 给 定 的 S0 可 测 的 实 值 随机 变量 8 > 0,a.e. , 取 
Z8 可 测 的 充分 大 的 实 值 随 析 变量 > 0,a. e. ,有 
ECLX, — Xl [25 — ECL X, — Xl Foix, xil 


+E |X- Xi Tx xt>n 1) 

get EX il Lix- roa 4+ ECILX Il Dz- 28) 
e+ E X, | Lax gn BHE, il X li Tirxs on 60 
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Maem aree e e es 


Cavo 


十 EC XR, | Foy aas ax, xia A) 

十 EIX || Foo, xi 158 

S EH supECI X. | Fx asol282 + EQ X ll axia i2) 

T 2AEG ax, xi sa 158 

€ 3e + 2AE ax, xi sal, 
B X, X anoo lli EC, sal — 0,2. e, MI 
mE X,— X l 14352. e. HF 60,2. e. 是 任意 的 , 故 


1 
limECI| X,—X || 282 —0.a. e. . BR X, x anos, 
定理 7.9 设 {X,XX,,nEN)}) 为 B 值 可 积 随机 变量 序列 及 . 
—X.a. e. , 7 Eup i| X. ll H8 «oc.2. e. , W 
D) E(X. |B) EX |B) a.e. i 
Lh 
(25 X, —X. 
证 OD ^ Y,—sup | Xa X | H Y. 4 0ra. e. (n*c) R 
EY, 98) 一 Elsup | Xan 一 XJ [2553 
mac) 
x Eup f X. | 8 -+ ECIX TY) 


"TL OO, Gu... 

RELS] 的 引 理 4 得 
| £CX.155» 一 ECX [585 || KG: ECL X, — X I 120) 
zzOEQA,| Z8) —-0,a.6., (n co). 
这 就 证 明了 (17). 
(2) 因为 Y= sup |X,l € L5.BH S7. 5X XT S8 3 

件 一 致 可 积 , 对 任意 98 可 测 的 实 值 随机 变量 上 六 0,a. e. ; 则 有 

Eas xinal) 

SLEX- X 180 « EY, L5 
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— Q.a. e. , (n — eo), 
Bil X, X (n 一 00), 由 定理 7. 8 M X, e X Ln ec). 
下 面 的 定理 均 假定 涉及 的 条 件 期 望 有 定义 ， 
定理 7. 10 《条 件 Fatou 引 理 ) 1$ 0X.) 是 实 值 随机 变量 序 
AL RO Bde. 
(1) EX } 关于 26 条件 一 致 可 积 , 由 
E(limX,|52) xz limECX, | 2) .a. e. . 


(2) XR UXZ 关于 2 A t — $n] fR , lur 
E(limX,]322) > limECX, | 32) ,a. e.. 


证 ”我 们 只 需 证 (1), 令 Y, = supEG, Zi >al, € 入 ,由 题 
BRIE Y. 0.2.6. (— 020. (HAE .XE— VIR € N—U)n € NN， 
有 
EG, |38)— EGQX ix; ei + Tx; 2 8) 
> EX,Tx- eul — Y, 
于 是 由 [6] 的 ?7. 1 中 定理 26) 得 
lim ECGX, | 02» limECX Tr zo 158) — Y, 
D OEQimX,Ia eal) — Y, 
> E(lim X, |% -- Y,, 
EER PS Rx oo VAG) 成 立 . 

推 伦 7. 11 Eon € N) 是 关于 2 (tb — Seu EU 3:8 

随机 变量 且 X,— X.a.e. n — oo. Bh 
ECQX,|28) -> ECOX 28) ace. in — co). 

证 HDOPOLO 关于 SS RdAR— SEEHEERSECIXLD UG) 及 
UI) PEDE SS afea, OX. X.ase. BDETÉT.OIO 
得 

ECGX1,[52) 2 EClim | X, | |22) sz limEC[X, | | 82) 
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x; supEC|X||28) «7 oo, a.e. . 
即 ECX [.52) 是 有 意义 的 ,又 EmX。 = limX, =X, a.e. , tf sg 


7.10 得 
ECX [28) & limECGX, | 45) & limE(QX, 126) S ECX A) e. . 


因此 lim ECX, | 42) — ECX | 22) , a. e. . 
定理 7.12 B(X. X on CN) ETATE F, H 


X,o—X.a.6.. 则 下 列 陈述 等 价 ， 


(1) Etsup|X, «oo; 
(2) 对 每 一 子 o 代数 IR 
E(X, |2) — ECX | S2) a. e. (n — 05), 
《3》 对 每 一 子 代数 B, X ORF 98 IE (6 SEnTBL 
证 (000 (2) 是 显然 的 . O»-OD. 由 [7]3.1 节 中 的 定 
ER5 用 反 证 法 可 立即 推 得 ， 
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第 二 章 ” 实 值 蒜 的 基本 理论 


$1 基本 不 等 式 及 收敛 定理 


设 (2, P) 是 概率 空间 , 称 多 的 单 增 子 = RRA uan 
€ N) AMILA ALF on € N) 是 随机 基 , CX, n € N) EK 
WLTE EFE GU. WERE n CON.X, E, nag. E NX or € 
Ni NUS on € N PERR SX — XII E 六 为 适应 痒 列 ; 
X[pl-0. xp AR— e6€NGQEQIXI?«co.B]$EX— IX... 
"n € N) H L' npi i pe rr 9l. L! 可 积 的 适应 序列 简称 为 可 积 适 
ERES. gn supE|X, |^ « oo UR X Jy L'UB FEBRE JU. 如 果 
XpAE— n € NX, JECE, nfl Wigs X — (X... € NI 
upTRH A. A PARIE FEX — X’ Sun € NSRI] 
XE TIRE: 

AI supEX, X" = sup Ay | = sup| X, [s 
EX, I = (EXOT, 4X d, = sup || X. lus 
D =X, — X, ON =D; 

Di = sup [Dl: D* 一 supD; 一 sup Dl; 


SEN) = (M ID, i08 S OX) = SUPS (X); 
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gi (x, (QUE FD, I^ | 37,.,0)* e ^ €XD == supe; (A); 


SHEF m= (AR) denm rp EELE AE E ffi TE. 

EX Li PERFILA s A n ENG Ws 
Rajit mon € Nom Zn 

ECGX, SETA )ZX. a, e, G. 1? 

WE — X= {Xn € NY AFA, E X 0g ERRLAUR X 
BEES FHE RERIN X Apps. 

EXT 可 积 适应 序列 X — (XS Vn € NT OS BERI EE A 
FEI EE m.s € Nom in EAC Sn 


. 
X.dP Z [x.ar. 
pi A 


FRK 2g ER OXUSO. 的 充 要 条 件 是 对 任意 玉生 Nan x n 
任意 4 € 56.08 


jx. dP ax jx. ap Gk |X- dP = Jx. dP). 


市 宇文 立即 知 ， x= (X,57,,n € N) A FH EX, ^. 
d; XO pxEn6.dp EX, Æ XWR, AX, = EXO n € N). 同时， 
E AIRRA E TED e E RC 

OO R X = (XLV € N) ) 为 可 积 适应 序列 ， n X Xp 
CRAOS EX, A’ Ze GEOX,.V n N. 

(2) Rx- Xe n E NG AFE Ao Pon E NAM 
序列 且 (€, C 7,. 04 n € N) MX 0," & N) XT E. 

(3) ux. Fan E N) SUCUS on € NHÀ TERI, 

X n € NIS TÉ. 


(D dEX-i1X -— Èn SU. € N A EE SV PE J.T X 


X TOP E BOOEO, |S )mOae.WV» € N OR 
EOD, 357) — 0u.6. 4 n€ Ny 此 时 ,随机 变量 序列 {7D ERA 
EEE 

l 


此 


(5 iX — (X, 一 DDF n E N) $ L TRR, NEX? 


i—i 


= SED ,n zm. 


了 一 在 


iX L2 UV.» € Ni 是 多 的 单调 下 降 的 子 a 代数 序 
Bl. (X, € N) 为 可 积 随机 变量 序列 ,对 每 一 mn EN, 天, 是 名 ,可 
测 的 . 仍 记 为 天 一 Xn n E N), MRE Emn E Nman, 
有 

EX a O KR, a.c. £1. 22 

WRR A = {X n E N) AAFAA XSi RAE 
N) AETB X AKEEM EERTE, EE ELÉ: 
FX ARDL 

例 11 Rin C N) EREA, E ETRE NA, 
= EGF, F nn € N) 为 于. 

例 1.2 Don € N) 是 可 积 的 独立 随机 变量 序列 .邻居 。 
一 MID, c(Dui su) ,车 对 每 一 n € NED, > 0, 风 {X,， 


Faon CN) ATN ES8 — a E NED, —0,Ul(X,,.n€ 
NL H, 

例 13 420-[0.1],- 25 0.1] P Borel 集 全 体 组 成 的 
代数 .PP SUL REL BE M LP) 为 概率 空间 ,对 每 — n m0. 
Eei O S a, qam mee | e m d B — T. 
iC m. x, 28 rs D] M 0 LEGE m, 的 每 一 分 点 亦 为 分 划 e, 
的 分 点 . 令 如 ,为 山区 间 族 ; {hs m [0m]. A. — Do; 1m]. 
1 mj ZO QU'EN o (VR. XDO LEHIGH gSENX 

和 ay 一 gOmg — gOnns i) 


— 0e € AL 0C «c2. BEER GUT.) 


ApoU BMG ETE T e RREA REE — n 2 0.X, dE o0, 可 测 
HEIA, 之 5. 且 易 证 [Xar = [Xap ASD 


4 


BOX, A un c Ny 3k. 
fj 1a Ron E N} 相互 独立 的 可 积 随机 变量 序列 ,对 每 
— n € N.EY, = 0.g. dé n 3c Borel gj It, & b = e, Y ať Y 
Y, OH Elt] x oo,n z-l.xÉ X 
XQ aQ,X, = dy + DY zl. 


大 一 1 


= {Ya Yi Yuan ZR. 
eas 为 常数 ; 则 {部 ,4 € IN) XR. 
证 EAX SEEN BI Elo Ej] < ceo 天 党 
1Xa 为 常数 , 则 EI]X, | 00V an 0, A Xa = X, e ba Ynis 
n z o. 
EGC [O5 EX, 多) + E aY ua | 572 
= X, + hn EY, lF.) 
= ¥, + b EY, 
= X, a.e., n m0. 
这 就 证 明了 1 猎人 N) AER. 
定理 1. 1 BiA 250,9» € NO) ARGE FED p RUE 
WAE — 36: (8 di ES Xt CAH P HL 3E EE T ES EO. 如 果 E [CX] oo, 
Vn € N.Wlte X). € NY d Th. 
证 ADRE Borel p Xr AR XE RE — n € N pD Ren, 
BÉMIB M 0X0 研 积 ,再 由 条 件 期 望 的 Jensen 不 等 式 有 
EGXCGLO 57, Z2 eGECOX, | 7,0) 
pX n). (Y n E m), 
ETA GPA O n € N) a FA 
推论 (2. (00 XEX,£,.8 E N? AB Gti OLD 
E|X,i^ « oc.V n € NWR ^57, € NY OU PER CELLA 


m). 


(20 E IX, Vn € NS W TRIA m. € NI ATH 
Cüirh X; — X, Y 0 


üE o (DE go — [el^ poo Gg) s= at, E [0 
oo32 E pio Jie R' EA AÉ n ER CC L 0.090 EBITHERE D ERO 
用 定理 1.1 ZBC) 成立 . 

(2) HU gGe) = xc 为 RE EAJ tE F E PERI 
数 ,中 定理 1.1 HD) ng. 

定理 1.3 X= GX, 29, € NO Eg. ux EIE AT O0. 
anre N.A 

(15 AP GniX, GLA) (— Xd 


{iK i] 
its 


(D APGupX,Z A) SEX, + | (~ XodP, 
了 {nm } 

GD APOX; BN SEX, + 2EX,. 
EXS 4X5,» € N) ERGER Fk JU 

WAPA mos | gXjaP. 

Xt A 

(5) APCX* zm AÀ) S supEIX,]. 

ib (DAT (XS AA m UG AX Rm Aen 
X, ,27— AX, ZA GDS D WA € SFO IS OD LAS] 两 两 不 
ZEE) OX, n c N) E ETE ECX, 157 O xS N OL ZEE Z20X. 
所 以 


IX4P x fx. dP REO, 
a3, 1, 


ELE, 


APGnEX, i — A) = AP CU AD 一 -ADP 
kga 


i— d$ 


« Mc Xoar- | c XoaP 
A 


: P 
, Ua, 


Hb 
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雪 《一 EdP, 
人 
这 就 证 明了 (1) SZ. 

(2)4& re ini; OX RA Ann =T Ak =D, i, 
"aah Om nsn Ae Sns 0n nn ln FA 
GE ERT MAR uem, A ECC. = 有 XE 
Eo ERA € S0, ELDER 

AAi 3 nin) €, 


[ox - X, oap = S OX, = Xd P 22 0. 
A 151 AD fr, 7 PD Tgp l 


UAE A € S C 多 {È = 0,1. 22H] 
" -1 
[or - XodP = Ds, — x, dP o. 
á bon 
HA X.d& F, eA. BEER 
AX. zx ECX, |. 57,5. 
从 而 
EX, > EX.— f X dP 十 f XdP 
(pK) mx 1 . 
zRAPGupA, 六 A) + 
ud (np, 
由 此 立即 知人 2) 成 立 . 
(3) E Ar isup X, ze 2? C isupX, Ze A) U (nIX, S — À) ROSE 
E E] xn 
一 切 4 EE 名 ,有 
jc XPK [| c xoaP = EX,, 
A 


IX i 


BHBHOO RO» 立即 知 (3) 成 立 . 
TG 与 (5). EX, oť’n € NI Aj eh, Wl CX, ELS uen ` 
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€ N} AIER TE. HAER PER(X, 57, 8 € NO) YEGO 5 
CD 成 立 , 由 于 {一 XL, € N) 为 上 款 , 由 (1) 得 

APOX; 2A = APGupX, = z A) 一 AP GnfC- X, zR— À) 

= l.. 一 【一 X,0dP = | X dP, 
(Gm Xo a {Ni} 

BI OD. 得 证 .在 上 上 式 中 令 oo 取 极 限 知 (5) 成 立 . 

定理 1.3 (Kolmogorov KÆ) WX—IiQXSS,.n€N) 
A 8h, Wf 

OD PON? Z2 A) S EX, Q 220,17» 0), 

(2) APIA ZA) x supEX,, (A >O). 


证 (D 不 妨 设 EA? 之 co 否则 ,(1) 显然 成 立 . dT UL, 
Fon € N) Jf. E (XLI, € NI XdERCF B 出 定理 
1. 3(4) Ail 

APO A= XP Gup|X, lm 
< | gxrapREIX 
(o lla} 

(22 在 (7 RAG n — oo 到 概 有限 即 得 (2). 

定理 1.$5 (Doob RIERO iRUX,L7,.n € N) 为 款 或 非 负 
下 寺 . 则 

O X 


sg l Xa la (>l >1 È 十 二 一 1) 
D MX" ,RX 


b q 


(3) EX; <> Mog^ IX D). 


(4) EX; « zg + supE (|X, llog™ | X, D. 


证 d 5o a. 
EX; yY = p| x IPEX m WdA 
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ope | pxaanes 


XC ma 
Kk; P 
一 EIX. IÍ A" "dÀ = page AIAS » t 
再 由 Holder 不 等 式 得 
EQUY « szi Xaa ll GG IE 


= ql X, I ,ER 0$, 
由 上 式 立 即 知 (01) mon.) X; ^ AX ,在 (1) EPA or oo 取 极 限 
即 知 (2》 成 立 . 
由 定理 1. 3(4) 得 
EQ; — Dx E(QGX; 一 1)- 一 Prix: — 1 Zz AMA 


-1 1 z 
« [^u | LX. ld PdÀ 


IX RATIO . 
X^ n 
= EIXAT ES 44A = E|X,llog7 X. 


HHIH a ZR 0.0 ZR 0, 有 
alog" b x; alog" a + be !, 
从 而 
E(X — D x ECIX,|log- |X. D +e !EX;. 

由 上 式 立 即 知 (3) 成立. 再 在 (3) XB n oo BIADOD nun. 

幸而 证 归根 为 重要 的 下 款 的 上 穿 不 等 式 . 这 个 不 等 式 给 出 了 
下 轨 在 有 穷 区 间 内 的 平均 “ 振 菏 ”次 数 的 估计 式 , 在 证 明 下 款 的 收 
化 定理 时 要 用 到 它 

先 介绍 上 穿 概念 . 设 z> 一 aor ot 为 广义 实数 列 ,us6b 为 
二 实数 ,a 过 四邻 ulr) =l, 
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l, Fr >b; 
tsil) — un). E x € [a,b]; (n 2:0) 
0, Pra, 
27 GO) J&" ESEERÉEU, QUE 0), 即 ， 
ls Castiatz 在 时 刻 a ESE(a.0]; 
(EZ. 
所 谓 Gros san) ENA n EE Ca 5], BE n, ESE(a,0] E 
T, > b. HFE m 29 0 E x, n aix, € [a,b] 22 & 22 n — 
m). 显然 ni Ce) — 0. 
再 令 


g(r) = 


USAir) = Ditto 一 Yahoo. 


23 xs IRA n 为止 上 穿 [e .人 的 次 次 数 ，? Zn Bp Tor, attt XE, ES [a.5] 
的 次 数 . 

引 理 1.6 WUS? EJO LERI a= Gus s 到 时 刻 
n 为 止 上 穿 [e d] 的 次 数 , 则 


(5 — ajut (x) xz D Cre — a)Qu.Q) — n x22. O 1). 


È=] 
证 由 定义 ,车 gr) 一 1. x, >b, HEE mI 0.4 
X; a Mox; € [a.0].k — m JR E mlr) PEXG 
uile) = ls l) = a ale) — mano ar — 0, 


MK He 6r) 一 ur) 一 1 ,于 是 


UEP ge) = Mab Her) 5 CH TY c um). 
但 是 ,由 ze 的 定义 有 
WH AT — un > Dm x, D» bs 
"u, Ce) — uy Gr) Or «a. 
PELA 
(b — a3 Gu, Cr) — iu (2209 XL a — up) QD co due). 
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于 是 
(b — JUPE PG) x 316 - as (Gn) — ua 027 


x Y Gi o a) 04, G — uu G2. 
PM 
引 理 得 证 . 
引 理 1. 7 (Doob F bRO (X Ln € NON 
FWA = (X.X Xart), RE X CX) ) t OD. USOA. 
A 


Ww 


Ui? (X)— limU (X) = 32 (X), 
ntm kma 
EA EFL ab] PLAIRE n 
(1) Eut RNV L FIX. de: 
supE |X, | + lal 
(2) ECu'* (XY) qd ER 
证 OD Bion OD BL EE XC OX (UEE UT. Aa Xoe, 
Ae) H aO dé Zaa MRM S D. 不 难 证 有 明 gCX)， 
ULP Mg um < 可 测 的 . di PERPE READ 
EG4GCX) X, — aD) = EE ua (XX, — a2, 4) 
= EQquGOXOEQGGX, — 2801587, 402 
> E Gal ANA, a — a2) (28 D 
再 由 引 理 1. 6 得 
(b — DEUSEN x E( > (X, — ao G4 CX) — 14 X00) 


E 


+ 


s EC, CE, — aYu AUD) — UC a — aX ODD 
t] 


cc EUX, — au, Q XD — CX, ~ aM CX) 
S EUX, -— au OX. 
CR XO A0, gu EC, (X) = 00 X, « a"). 
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再 广 意 jx 人) xz d.d ESESEBIADOD 成 立 . 

(2) 由 (1) 立即 得 出 . 

EILS 《Doob 收 傅 定理 ) — HEX — (X, une N))SE 
SREXRER.H IX iL = sup IX a = supE |X, | < e», 
则 

(12 limX, —X.a.6.5 

(2) E|X. | s; | Xi «x oo, 
X AEREE TA MCO 与 (2) Dar. 

证 RIRE TREE, t X X PÉR.A UCOOX) 
的 定 文 如 引 理 1. 7. 则 有 


Eq "CX )) s lí 二 laj «co 
从 而 
PiminfX, abs limsupX, ) 
x PQUOCUPCX) = 02) — 0. 
Sa AUG SUBE LM 
(lim X, 不 存在 } C (iminfX, < limsupX,] 
C U (limin£X, «a «5 < limsupX,) L 
gh amo oci 
uec 
TE. PmX, TER = 0. Bim X, a.e. 存在. 极限 可 以 为 = 
eo. Slim X, = X. a.e, . 这 就 证 明了 (C1). 再 由 法 都 引 理 得 l Ut 


ElX. | = Ellim KED x s liminfE |X, ba supë |X, | 
= Xl. ' 
这 就 证 明了 (25.. 
£X.» E N) AETA S 


kà Ò lxi * r 
Y™ = PE N}, YP = Xa DIETE 


Ek Oo LP 
a O gg aryen 


VI YO pe. 1.728 
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supE |Y] + Jal 
EQUO (yt) x acN 5 —; 


e LXI de] 


6—a 
^ yox) — limn gp CY jy 
Roe 
由 积分 单调 收 襄 定理 有 
EW CX») 一 全 CE < on. 
Hj ^ dimin[X, <a « 5 «limsupX,) C (V*^(X) = eo), 从 而 
P iminf X, —aebe limsupX,) = 0 因此 仿 前 可 证 lim = X. a. 
SEO Kel S Xa. 
xi 1.9 (Chow WME) W X = (Xo Fn EN E 
FER cog | XdP < oo, 则 limX, ae 存在 且 


[fre 


lim XN, ee g, e.. 


Hoc 


证 阁 limX, 不 ase 存在 , 则 用 有理数 ”与 *, 使 得 A 
iliminf X, prs e limsup, j )HmBPOODMASDOGHT 


qr 


1 V A: D> 5) 4 isup; 29 8$) DA, 
in EN 


BDR m , 俩 得 4 — CX € SB PCAN A 9 X HET 


DA X; xr) A GnEX Lr) ODA[LA. 


Ra Sm FER BL S AL CA Xi cr € IB PCA BO 
> 5, 归纳 地 可 依次 求 得 
H6 E A, S g Lon, «Lo Lan, Lon, «Loc 
fi A,28B8,)04,)9B,0--04A,2572,2 
tE AE Fa oB E Fa PLANAS ZEPGAD) BO o eH] 


TETERTÁARHB HI AUR ee s rm snnm rpm ae io mmm s 


a= Ba NN Xo s,B,— A QCAX, 


< 
i773, 4 PM 
对 ne 1 了 S Pirr D 
C, 一 (X; >A; EX S.H,.1 x. i mj 
对 和 mj Dua 
Day = X A rA Iron, Si «jh 
ff] A, m U B, iC B, = U ADi E 
| X,eP = | xar 
ALB, ^ 
^ M A D, 
| Zar- [x,P 
-oíO AP. 
A,- U AMD; . 
之 f X, GP m rPLXM, ) 
LP ALD - 
mem [x.,ar — PB) 
Bn 
= | XdP PG) 
J 
Ü By, Q4 
dena 
> X,, ud P SP Be Can, = rPOS) 
m, l 
QU 5, Dum 
zm SPL) — rP (BO ZzG oo PG) 2 G — ris. 
4 T = Dota, E 


» 十 osh E EN ai 出 T 为 停 时 .而 二 
-1 + . 


n 


~ 
B] 
E- de £, 


这 就 得 到 矛盾 . elim X, ases (ERE. 
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X4pP— Ni [| X,4P 2 316 — OPAD e. 


4 V = (limX, 一 一 cor, filimX, 2» — eo a.e. WRX, 
PUW) — 8 > 0. HAERA EN >o AREEN m, 由 于 
E| Xml] « oo, IM BÍ Rt M, RARO D 使 得 A, = (X, >— M 


€ Fn EPU -AD < EiB R = UL, < MM NA € 
B mn D> moia EFKO, > modi P(IVA, — Bo c 5 DUE 
有 

[x ar = fx, dP — ]*. dP > fx- 4p - fx, dP 


A, 


ZR— M,PCA,) 十 $MPCB) 一 ad 一 PCA,) m ŽP) 


及 POCBOZPO)-3. 
对 任意 m >m AF EIX. | 之 00,; 风 可 取 M, 充分 大 (> D 使 得 
A — B, N Xn, — M) H POB, — Ap < S. dd B = UC, 
一 $2,) N As G 57, n T mU EAT On > 02 f P(V A, 
一 BO CP 
| xar = [x.ar — | 二 ap [x-aP + MPB 
zo f A, R A, . 
c MJUASG $MIIBO = M, — PCA + PB) 
及 POHBQIPOUBO-—t.2'2x0—56& 
归纳 地 可 依次 求 得 M, > 1,4 = 2o 
HR 


A,2B,24,02B,D--2A,2B,2- 
à, c X. B, € Fa H. 


| X.aPz MC PAD + Pa» 


A-R, 
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及 


PWB) zz POB;-—e- =ô e nml) 


5 


2 
Ize = ÈM PRO I PO RB,) > Fo — POL + SPIOO 21 


S r = Sada, 5, + elio, ess M r iett. H. 


1 一 


| xar = > | KdP > NM = o, 
i=l 


ircen! i Fa, R, 
AX US FUA I hk P OO 一 0. JT lim X, 2» — co a.e.. 
定理 1. 10 EX = X, e] aa c NI LION BEIM 


COD UC, € NOIL! rx. 
(2) 存在 随机 变量 X LEX | «oo ,使 得 
limX, = AG... 
HGTpeUpJazm0.d 
X, = E(X. L7) 
a) Gn € N) --3enpgH 
证 (OO—(GDY opi, ce NL zi e MA supE |X, | « 
oo. HET 1. 8 知 存 在 随机 变量 AX LEX] 二 oo, (Eim, = 
X.ca.e. MIE n I0. EJE, S) — E(X,. | ,) 
ECXECIX, — Ao | |) = EIX, —X.|1 — Olp — 2o3. Ef 


Y 


ECOL, |E e EQ. L57,) (p — o2) 

得 Vpzn Ho EX, |2 = X JA 

X, = EOCL|-7,0. Y n 22 0. 

(2) 一 (3). 由 第 一 章 的 定理 6.7 立即 得 出 . 
(3)2 (0). dT UG € N) 一致 可 积 , 圾 sspE1X,| C oc. 由 
定理 1.8 知 {Xn € Nae 收 笋 ,再 用 第 一 章 的 定理 6.4 知 (1) 
定理 111 X= (X... € N) &— SEU [AA E36 , Ud 
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Rd Mim n r o oaa o y -——— 


TERIER Xo E| Xa < oo ,使 得 
(1) limX, = X.- [a.e ] [E] 
DaHa 20/4 — 

EGG [S7 L X. 

XP XO — GEWERBE bgh.0]00 28 GE. 

证 ”类似 于 定理 1.10 证 明 , 留 给 读者 作 习 上 题 . 

定理 1.12 (P. Levy 连续 性 定理 ) 说 (人 ,多 ,P) 是 概率 空 
ELX € L^'(Q, 5 PR {F n ze 0L E A ga SIR. E 
pum]. 

(1? di. Cc M, CF, T M 

lim EX 57.) 一 EXI V2.), ae UD» 

(2) gre. 5, DÆ, ni 

limEQU |F) = EX] AF.) ace. C. 

证 EPI (OD 由 第 一 章 的 定理 6.7 及 例 1.1 知 {X, = 
ECX |, ,37,,2 22 0) 是 一 臻 可 积 蒜 . 再 由 定理 1. 10 知 存在 随 礼 
变量 到 .五 | 天 .| < 0, 

lim X, = iimECGX [50,2 = XL, a.e. CL). 


TEEM Xo SEX| VZD. 首先 ,于 -是 V S7, TAA PR. 
其 次 :对 每 一 固定 的 n z= Q.V AE S. ,有 
[xar - ]X.ap = lim [X...2P - [x.ar, 


A 


从 而 
[xar 一 [x.ar, YAE Üx.. 


A A 


由 于 US, 为 代数 ,用 mA 系 方法 立即 得 


[xar = |x.aP. v A EK USPD - V 9. 
A J =ù 


A 
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PUn um HI E IPIE UPPER Ep 


所 以 X. 一 有 CC VF). 
《2) E FDFDFD AX, = EX |E S nz 
0) 28 — Sc RT BUB Ez BR. HEN 1.11 知 存在 随机 变量 X. :ElX.,| 
< eo, fii (t 
lim X, = X as a.e, (LX 


BANE- IER Eze O M nSk X EZ TAW JA S, 
可 测 的 , 于 是 XX。 = limX, 是 57, 可 测 的 . 所 以 X. 是 n. 
= AG, 可 测 的 ,又 因 对 任 一 A € Fio, 


[x.ap = lim [X aP = lim [EX Ls 4 
A A uar 


= tim [xa = [xar. 
A A 


REX = ECX| ÅF). ERE p= 1 时 是 成 立 的 . 
Bull FX EMF POCELO, F, P.R). it 
申 上 面 的 证 明知 ;车 sr, cun, c gH X, 一 EQ |, — 


EX Fa), ae Hie yr, s s mex 二 
EOS) — EQX| AF), ae. 
由 于 X= EXZO FEUX PIZ), V n2 0, 因此 不 管 


子 o 代 数 序列 (人, ,之 0) EAER AFE ESX, "n 
之 0) 均一 教 可 积 . 由 测度 论 知 ; 当 多 ,CC Sn, Co MIX. = 


EX |S) -> EX] Vr. )LO), M m 4 dX = 


EX |57,) — EX] AS. CLAY. gX BEWERH f EM. 
$2. 分 di 理论 


本 节 我 们 给 iu MWE., FA) 的 几 个 有 用 分 解 . 
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定理 2.1 (Doob 分 解 ) &RE— E Bhd n] deo5 —- lb 5 —- 3E fh 
非 降 可 预报 序列 的 差 ,相应 地 ,每 个 下 款 都 可 表 为 一 个 靳 与 一 个 
非 负 非 降 可 预报 序列 的 和 . H ix Ae dE AERE E PU A = (CAL 满足 
4 二 0 时 ,分 解 是 唯一 的 , 当 上 (或 下 ) BELERE Mim A, = A. 
€ LATA n € N) ~- 致 可 积 , 且 分 解 中 的 著 也 上! 有 界 . 

证 WX Xn n E N) ALM, G 

M, = Xos M, = Xa 十 Sx, m ECQX,] 7, Dan zm 1. 


i=] 
"nl 
Ae = DO .1, = DI == EQCau[7)0,.n8 zm l. 
k= 


显然 ， UM, Vn € N) SER. AF nn € N} Ag3E fa HERE P TOL dE 
ESL HX, — M, 一 Aon zm OL Blas Ek X a9 HESESERU AR. 
HA = [XK n’ E N) EFH, S 
M, 一 XM, = X, 十 vua — EX |F A = 1. 


k= 
n- l i 
A, = 0.À, — D ERa — X0 ze 1. 


HRAM Sn € NY HR LA S on € N) 为 非 负 非 降 可 预报 
序列 . H X,-- M, + A,.n >ü. 

当 要 求 As = 0 时 ,分 解 是 唯一 的 . 事实 上 ,车 假设 

X, = M, — A, = M, — A',n —0,1,2,-- 

则 M, — M',  À, — A',,n 0.1.2.5, FRIM, — Man EN} 
ASR.HOM,- M'AS Wo € NX M, — M, = 
ECM, — MOF, D = M; ,— Miu M— M 
AMEER —A.— ALSA AV 0. FEA, — ALIM, = M 
nE -性 获 证 . 

"Xa EE NIL 有 界 时 ,因为 {Asn € NY Eje AEREA, X 


n:o] 
EA, = D, ŒX, — E(ECX, AME» 
下 一 中 


———— ea 
DLP 一 


L—EX,— EX, S ZsupE|X,] « co. 
由 单调 收 化 定理 知 EEA. = E lim A, 一 limE A, < co R A. € 
了 从 而 {d C N) — RaR, E 
supE|M, | «i supE|X,| + supEA, 
ENY rE N 4c 
== supt |X, i + EA. «o. 
IDE S EAA F ER ERE i1 a 6 # 论 水 上 成立. 
定理 2.2 (Krickeberg PAP) i$ X — (X, ,un EMN E 
3U X EL 下 分 解 
X, = XD 一 Xin = 0.1.2.7 
Kp AY = (XP. E N)G-—122) BIERA, S B oh 
Xeon E N) Æ L ARH. Bien Xo 可 以 选 得 个 
TX il, 一 sup] X, |; — [XP li XP], 
此 外 .3 这 样 的 分 解 是 唯一 的 (在 a.e. 意义 下 ). 

Wo iA HIRA, = XIU— Xi.) ENAX) G= 
1.22 3g 4E fr Bh. md EXT = APH HO, CO n E N, = 1,2) W 
| X,.l,x RU HR Y nE NAHER T iX on € MEL (qu 
的 ， 


RIEK = (Xone N ALAR GERRI, S nE 
N) 及 {A € N) 都 是 非 负 下 蒜 ， F sup | X7 d, x 
sup EX, | ,< ee.sup[ X, | sup E XL] oo XES RE E 
Yum = EX; on Db, 
Zam = E(X uon 7, un D C. 
PR (Yaa Z2 O Zam Z0) 部 是 增 过 程 . 因为 
Yamai S ECA gm a | 4, 
一 EEUN D mi F amd i ) 
aE ERK a EO — Y, 
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Do TT E T t vr n, ——— M 


类 似 地 gH C- XO (OE OC RIS Z La ZU 因此 ,可 令 AP 
= limY,,, X7? — limZ,,. RR X2? j& SP, npWiig, G —1,20. X 


| X? 十 EXP E, limECY,.,. + Zan) 


= lim ECECIX |] 57,5 
一 lim li K aem | 1 
` = sup || X, < eo, 
WXP €LG--1.2. Eih a — H mn ze 046 
Yam — Zon = EX om — Xlo) F a) 
= E(X rml F n) = X, 
4 m — o i} XU—XU-—XGOVnizo 
SÜE(XD.57,.n € NYG — 1,20 ER, PIDE EE n 0,4. 
Y n) ELX ui db 
一 EEX ni |) | ,) 
= EY nm nh 
` fk EX rp in -* o5, £8 E PEE 9 CET D E S XD = 
EXP EST, 
AHE aru fs 
t Xe = EQXS a er 
RIENT L'ASE X 可 DER ARIA 
" MN | x ZEP + XE) = EXW + X), Yy n> 站 ,从 
Hp sup | X. ss Xi? c EA B BH uERHA. || CXSU[. 十 
[XS E sup] X Iu. BE Xi — suplX, 1; = & Xi" Fu 
+ XP. 
di fei ^r 89107 PE — EE s TEER. t BRRR AOO FREE 
X, 一 XU m XUL = Wo wn 
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MEA inti AAM eE I e or ees 


则 X; xc WI. Bí 
XUI lim£OG s] F x lim Et Wn F — Wis 
用 i 一 X, ; 代替 X, } ,得 KP Xu zwi ` (GS . 
EXI — Xi) )— sup | X, 1, = EWP HWD). 
从 而 有 AO WIUQXISBLWiI.ae (GU mL 

推论 23 没入 = {XE NI 是 十 BS7YBJTE n 

ERBY. A aun € N) 使 得 
A. Y, EY, = supA;. 
证 BRAD F, on E N) a LARPS 
Yua = EX on n) 
完全 平行 于 上 述 定 理 的 证 明 得 了. On o2). 
令 Y.—limY,z. RERO S un € NY dE ER E XT 
EY, --supEX;. 
定义 2.1 PAm Z-—IZo..eN) A 3e. gt 
L! 
limEZ, = 0, BF Z, — 0. 

EBX — UU, E N) 有 Riesz4 Hf URTER Y = 
Yn E N) RAAZ S= {Zenn E N) Eg X=Y, c 
Zas Y onim. 

定理 24 (Riesz 分解) 1X = [Xn on E N) M, 


mj 
(D 37 X fi Riesz 分 解 , 则 其 分 解 在 a.e. ATHE 一 
(2) X 有 Riesz 分 解 的 充 要 杀 件 是 
limEX, 2» — CEA 
(3) 3:3, 2:0, (n € N) lih 2) X T Riesz 4E iE 3E Riesz 4 
RH X.—Y,d-Z,enze0. WIY, Vn € No AIE ED 
p 
UD) HEU n € N} — BOR. WTE X LER X, XL. 
Y. = EK. n 2 = X, YW X, — Yo Zn m0 
sn 


Uu 


A X Riesz 分 和解. 

WE (OD EX, — Y, +Z, = Y', 4- Z'. 有 二 组 Riesz 分 解 , 即 
NE NY REBRLIZ, ST on € NIU. 
Faon CNI EA, MY, 一 六 区 c N) ER, mE 


Y, — Y, — Z, — Z, —- 0, (n-- o»). 
FAY. 一 了 ,oa € N} 一致 可 积 ,由 于 随机 变量 序列 的 Lg 
极限 与 ae, KARRE a.c. 相等 的 , 故 由 定理 1, 10 知 对 任意 
n zm 0.H 
0= E(0|57,. — Y, — Y = Z 2,,a.e, 
M. Y, = Y'a e, Z =Z’ ae‘ Nn CN. 
(2) ETE. i$ X, — Y, -+ Z, © X B5 Riesz 44, H {Z.F n, 
n € Nj RE (uS EZ, 一 0,n — co. 由 位; 多 ,sn € N) RA S 
EY, = EY, A c (不 依赖 nn 26 00. 所 以 ， 
limEX,  limEY, + limEZ, = c2» — oo. 
充分 性 ibümEX, z»— oo. 对 任何 非 负 整数 n HS 
Ya 5 EX npl Fns 
Wy gi EAE‘ 
Yom EX oprl Fa) 
= EEK La 88,9 Fa) 
S EK lF = Y,,. 
BID FERSSDERS » 22 0 (Yu p 2 00) 对 请 单调 下 降 , 故 可 理 今 
| Y. = limY,,,. 
显然 ,了 是 O0, 可 测 的 , Hp Y, HERAA GE EIS 
EY, = limY,., 二 limEX,., > cc. 
号 一 方面 ,显然 有 
EY, < EY., = EX,., < oo, 
Hxf&R—»I0.Y, 是 可 积 的 ,又 由 杂 件 期 望 的 单调 收 化 定 理 有 
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| 


EO, , [6,5 — lim ECY,.,., Rp 
gern 


lim ECECX, , Fal.) 
Am 


I 


lim ECX,. L1] 50, 
Poen 
= lim Y, 一 
MS 
所 以 {YY, ,nc NBI. Z,—X.,—Y..nzm0.mBm Eger 
T. Ew Y. = ECX,., 159, EL A.V n E N. 
XAK nn EN EER Y An EN SR, 立即 知 
UOS on CN EIER EW, IEAA 
EZ, = EX, — EY, = EX, 一 limEY,, 
bee 
= EX, — limEX, ,. 
tm 
再 令 n 一 00, 即 得 
| lim EZ, — 0. 
m 
BAZ 9, n € N) R, X, =Y, Zn 220) 是 一 组 Riess 
7r f. 
(3) 47 X, 2 OECO 的 证 明 中 所 定 交 的 了 , zm 0. 
(42 XP UX, en Z2 0) 一 致 可 积 , 由 定理 1.11 知 闪 让 可 积 随机 变 
i 入。 ,使 得 
limX, 一 [a. e. J], LL]. 
EX o | 57. x; X. GQr Z0). 
EGY, —EG.|[4 0.2, — X, — Y.. E 801.1 XY, 5, n 6e N) 
EP, AAE, S8, € NI EER AZ 7,5 cC NI RE 
BRog &Z,Zm 0 (Q1 Z0) XIX 


= limEX, — EX, = 0, 
EELZ 7... € Ni dL BE X,—Y.-ZQ) IO EX 
Riesz 分 解 . 
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推论 2.5 设 基 = {X nn E N) EER, TFAA Ea 
ffr: | 
(D FETH M s= [M Fn € N} ,使 得 
X> Mong N; 
(2) X d Riesz HR. 
X, = Y, +H Zn zx. 
证 《1) 一 (2), EOD 成 立 . 即 存在 下 款 M =M. Fn € 
NV ERE X, Ze M,vyneN. RH, limEX, zm lim EM, = EM, > 
oo. 由 定理 2. 4 知 (2) 成 立 ， 
(222 0D. RX A Riesz ZH X, =Y, + Z, nz 0, BH, S, 
"€ N) 是 位 势 . TRETE, Etn € Nu 
X, ZY. 
UC B. 
推论 2.6  8&— L'A RS LUf Riesz 4H ft. 
证 RX s {XF nn E N) EL ARA LA, F 
n ZO0.4 EX, 2 E|X,| 2- supE |X. | 从 而 imEX, zm— 
supE X, | 六 一 oo. 出 定理 2.4 知 六 有 Riesz 分 解 . 


定理 27 (Chow 分 解 ) 设 X= {X= DD, nE N} 


in 


Em, V, = ODID pL NUES n aaa E 


D, = D 十 Due 十 Di, 
其 中 D7 € Nj EBEFA), Cj 一 1.2,3) HRE 


(1) EM DPJ x C Emin V, k) HEP, C, = 2^. p 22, 
C, — ]. 


(2) DIDP | x 2ELDII | sS 2ED ,其 中 


4—n 
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m————ÁM P E À——] — me 


cm inf {a S oT e CS D$ D> KL 


《3) EY DO? |5 sz EV,. 
acü 


(DU' > 0} c V, >K}, 
PID o) < 
证 KI 0,7.V.,4, 如 (2) 中 所 定义 .注意 到 V, 

Hao. 

DP = DI — EQQUIG 4| 8,0. 

Di? = Dl — ED Tn | 4. 

DP = Du. 

Kop ,— 4Q. QN p LAE 条 件 期 望 的 Jeasen KEERA 


ES, | Din |? 一 S EJDA LL. UV E(D, I... EE, i) |^ 


a—ü s 


EI 2^7 S EI ID ^ 十 JED Ts, |, Ó |^ 


"n m5 


EM YET, (Dal Lisa = XES, | 五 ,| 


a—n ac 
X 2^Emin(V,.K)^. 
NMpp—2Hp. 
e [E] T l 
EŅ DP P ES) Diha ES, sx Emin Va KY. 


Hd n-ü aoi 
这 就 证 明了 (i) 成 立 ， 
其 次 


ES DP] 25) [ID,FE- dE E Ded. 
此 一 六 "i 
«2 ， 
这 就 证 时 了 (2) nr. 
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EXIDE OF «& EC», |D, [DF = EV,, 
4—4 m0 
E Tor co—sup[D;?| 一 0, 这 样 ， 
(DU 2 0) = (sup|[D2? | > 0) 


T {r <} = Y > K}, 


pe 
gl 


PADO 20) < PV > K) x Era, 
即 13)》 pa sg. l 
显然 ,DO S n € N) j 二 1,2,3 EREI, H 
I, 一 D; T Die 十 Di .H > 0. 


定理 2.8 (Davis 分解) WX — (X, = SD, F nE N) 


j-n 


eu 
S 
A 


— MN! poO Cy 
Y, — >D DP = DTilp iem, 
jou 


— ED ipii? L | 多 17 


y NC DS (22 
Z, = $DP, DP = D asisio: 4 
j= 


-- ECGDJ io,sio? jJ F; 0. 
Ult Y — QU. € NI EZ -AZ, SU. E NIBDRSRH X, 一 
Y, + Zan Z2 0. 还 满足 ， 
(D LDZU | x 4D s. 
(2) SN Haitse 


47 0 


ED, 


1 
G) PED? | & 4ED'. 


证 ”显然 了 与 3 是 款 , 且 对 每 n 20,4 X, =Y, +Z. 


[DIP | 一 [Ddin iol Pe ECGD,I ap (zu m I8, i| 
X ADI a, 
WC R. 
FRADI 22 2DZ E, [D] + 2D7 ; 21 D.] S:2D7 ,从 
而 
> [Dain ioo? od X 255 (DI —2D ) 
n= 


= 20", i 
即 (2) 成 立 利用 (2) 有 


SEID? | EM. |DIusis | 
nf 


n= i 


+ DJ ELECD, Lan in pl. 0l 


sz 2ED' --2bED' = 4ED', 
Hl C30 成 立 ， 


$3 MEFR HNE 


定理 3.1 Xs {X 259,» € N) EA CHP, E F 

Br AF nn E NI) 停 时 , 则 
AT = (Ka un E N} 

EA Gg. bA TED H EX, = EX, 5 EX,.n 5 0 (相应 
HRSEXQIROEXSQ.QIEX. E EX EX ans SEX). 

EXEL AJAJE kE fi T a. 

LX. s XU RE i X a, 

EA dé— Eon RBS ORE. Ed Wr] X" 亦 然 . 

证 对 每 -…n € NOMPA Xona EA [388g [Lk .之 ,可 测 的 . 又 
Aoe-poo Aena = deon lAa — X. EX iE hosp BRE. Dey 
TE. 
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EG. up m Xod Fn) = Tn (Ks — X057, 
-0 

这 就 证 明了 {六 no, 六 ,yn € N) ERIE, Eh s TRO. 显然 
有 EX. = EX = EX, > 0 (相应 地 ,EX, 守 EX IS EX, 
或 EX, & EX,,, & EX,). 

TA ELLERHEINA F. h F XX. = limX,,,, HR 
TET. B 

lX” E| Xh 所 lim infE | X. | 
< supE |X aa] = |X- 


dESh 53k UTERE (LX. nC NH YEER FI, irk) 
ST. BEL L2 bcn E 
f [X,|dP « f IX. laP. 


Tc 一 此] {r= 


因此 
*—1 
ElX4, = 2; | DolaP f ixar 
en r=) 


IL 


a" 1 
<5 { IX, dP + | Ix.iaP 
TË r gs fA] 
—EIX.I; (n ze 0) 


所 以 

LAT |, SESupE|X.,,| s; supE|X,] = | X P, c eo. 
Tr X de — Scn Uh] X E L A 9-5 da BUISE HU SE UI An X" s. 
HXds Xie d XI, <e. Bp X, ARANEA. X 


PU S | X] 十 IX, |. v H zx 0, 
从 而 .Nawon € N} 是 一 致 可 积 的 . 
8X EE BI EB REEL 2. CRIT Riesz 分 解 ， 
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——————Ó— e ere ee ee +m rr er EN 


X=Y, + Zon 0, 
HRY, Fn € N) AWAZ on E€ N) HRE. AA n E 
Ni —dk uL Ein (Y, € N) —8& 8| BL. 从 而 让 上 一 步 证 明知 
(Y. 2€ N) HAR, M Za une NAEBRLESH Z.-— 
iurar HEA A 
E|Z.| = EZ, & lim infEZ,,, & EZ, < oo, 

但 Zan] = Zena S Ze +H Zon 0R (Zan E 六} 一致 可 
积 , 及 Xera = Yen H Zaon € N, Ai AX aon E N) xxu pg 
由 前 面 的 证 明 空 即 得 出 AT EE. 

定理 3.2 (有 异 停 时 的 Doob 停 时 人 定理》 iK = 
nE N) gh omi. ES. oui une NURXEM IH 
7. tj 


GO KWEA. iA X EERLE n dao6 Sp scar y 
x on Uti] 
IX = |Z Xamal & 2 Xl 


Aii. X,| 可 积 , 同 理 可 证 XX 可 积 /¥Y A € FAM Afi: 
NiD E FRAY EN, 
先 假设 7 一 TE LEA 


[ac — XpdP = Y f (X, — XpdP 


A $79 af Tesi 
= 5 | (X, — X. 0dP 20 
PU aftesi igi 
e| xar < frar. xu —BRES rS yA Cr 十 站:j 一 
A 
1.2... 则 每 个 = 为 停 时 ， Hrn eene rT 
Ahr gugla gjan LY AE S RSLS 


nI Ac 2n fii —25 WE ER (3 
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p» dr & jx. 1 [xar X [za7. 
A A 


{H X. 是 多 srt. Et 
ECQGXG,|57,) xz X. 
定理 3.3 (一 般 停 时 的 Doob 停 时 定理 } X S {XoF s 
n € N) Æ PUE GAM a, ESO, DTE (ESI AO, n € 
N)4EW rg cy Ep X. X RE EX A) = KOR, 
E(X, F O S XD ,其 中 XX = lim X,, 


证 XAA, bE 4E X — (X... € N) (05 
akm X. 一 - 3x 十 发 -Ti 显然 :有 -是 多- 可 测 的 ， 由 Xx 


A SOR LAX] ,Fun € N) ATER, 从 而 


[x.ur- > | |X.laP + -| IX. ladP 


479 al m 


<5 | ix. | |X..|4P 


5878 eT uu] T 


- [Ix lap on, 
B] X. 是 可 积 的 . XXE EX A € o.c 


[xar- 5 f XP | X.dP 


un e anb =n} andres 


-3 | X.dP 十 | X.dP 


=i afir- a AD éco oe] 


= xar. 


a ECE o S —X. AMITA SIEBR X, 和 和 ,ECX |A — XX 
Ars pT S.C 多 ;再 由 条 件 期 望 的 性 质 得 
EIK, |F 0 EEK 7, 7) 
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EX e|) 
=X. 

iX EER.mGESGEI1.1140 X {Xoi nn € NOS EEM. 
4 Y, = EX aN o) Za = X, — Yn —90,01,2,7. Ys — Xs Za 
— Q, M 

Y2iY,.XancNUAmS, 
Z = Zos nn € N) Xdkfa ES. 
4c, S tleem 0 Homon ze 0 W c, EA HERE GO Z0). 
由 定理 3. 2 知 
EG, |, x Zo, 


于 是 EZ, x EZ. 又 因为 


Ze 一 S Zda 十 Zn 
i-ü 
mm Zea + 
Pid 


而 Ze = Zu 一 lim MZ 了 
"4 tS jn 
Hm 5 pax E ELS 
EZ, = lim Etc S) Zena) 


icn 


= EZ, < 20, 
sk Z, 可 积 . 同 理 可 证 Z, «T £8 , h EH Y, uf Bl. X. — Y. 
十 Z: 知 ;可 积 , 类 似 可 证 入; 可 积 , ge 
Pa 一 Tea H n — DT ZR 0b, 

Wi] 9, dU FESTE E oc n e GOL ZR OE UC, LO 
ze 0) 由 定理 3.2 得 

EQ. | SZ GO. 
TER. 

Za > EO. |. Mec 


. pique 


Sos ommo PE —P 


= EZ, [Tr 
> E(D), ZA ga F OT 
一 下 


注意 到 “tr 一 cj40 RZ= Zla = lia (X Zn) 
上 式 中 , 令 4 一 oo FERAE MESES A AEE 

Z, 2 EZ, S. 
FRY, HAERA 

EQUES) =Y. 


X; =Y, + Z, 2 EY, |7 + EZF) 
= EQGY, 十 Zo 57) = EC EHE). 
推论 3.4 d X—(X.S9..nc€ N) 是 一 致 可 积 的 鞭 ( 相 应 
Hh. EE inn € NIHU n E N) BRAH nsa gng 
VE CX F an € N) ER CHAR, EBD. 
定理 3.5 《 非 一 致 可 积 杀 件 下 的 Doob 停 时 定理 ) iX — 
(Ao Fon E N) ER ORE HE. ES. 
OD Era AREI EWE 
ta) E| X, < 性 po 
(5) lim inf f IX, |dP = 0, 
WjxfBg—»€ N AEX, |F NAX a6. 在 {tt 二 nn} 上 (相应 地 ， 
EX. |F, 2m X, a.e. Ælr n) b) HEX. = EX, (HYH, EX, 
EX. 
(2) dE (nn € N} A ae. 有 限 的 单调 上 逢 的 停 时 列 且 满足 : 
对 每 一 wr € N.A 
(ta) E|X,,] «oco 


(b) lim inf | 1X,.laP = 0, 
rtm te ad 
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WIL. € N) AGHA, Ebo. 
证 00 只 须 证 明 V» € N.V A € 多 .有 


XdP = X dP 
四 应 
AD fem | jantan 
i 
事实 上 ， . 
XP = | XP | XaP | 
AD ext Afirma; Afi iral 
= XdP + | EX na lF dP 
人 全 A [rz al 
Lm 
= | XdP 十 | XdP, 
AfV tz wi All irat 
于 是 
= XAP + | XdP 
AÑ UE: | | EE | AN irm] 
0 
EEA P, S m — oo0 得 
XP = f XP. 
AB FEM S 


Afl(r—u! | j^ 


m 
&n—0,A—4£0, ` 记 上 式 立 即 得 EX = EX GHY JE, EX. x EX. 
(2) HT X. 是 多- 可 测 的 Cn ze 0), 只 要 证 明 
EG, ， |F.) = Xon o. 
GARE EA. [57.0 SA a RREO Bc S, 
EES m Z0. Ba = B[]ic—m).W] B, € F ., BE B, 上 有 
Toa m, a.e.. IROD 得 
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= | 二 ,daP， 


E 


从 而 ， 
jx. dP= zjx. dP 
[sie 2 xn aP 
> 
= x, ap, 
FE. i 


E(X.: MES J= X. „u 0. 
HEX, F SK ‘nA ) 
RO WX—IUX.SS.,.s€NIETE,GE ae 有限 停 时 zx 满 
E: , 
(a} E|X.| « v. 
G5) lim inf |X, dP = 0, 
iri et 
Matt — n E N,Xgir zn) 上 , a.e 有 
E(X. |7) 2 X,, 
特别 有 
EGULE D > X, 
Mm EX, > EX,. 
其 证 明 类 似 于 定理 3.5 请 读者 自己 完成 
推论 3.6 it X = (X F aun € N) AAA. ESO 


停 时 满足 
(1) Er xo, 
D 对 每 一 2 Ze 0,4E (Z5 n) 上 ,有 
EC[X.., XL) cec oo 《ce 为 常数 )、 
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MW n € N Ei Zen) 上 ;有 
EC[X.|]7,) = X, a. e. 
GBhEBELECX 390, s X... ae. ) 
及 EX. = EX, 
(相应 地 ,EX, x EX.) 


证 ”只 须 证 在 推论 的 条 件 下 定理 3. 5 中 (1) 的 条 件 成 立 , 事 


ZE. H Er «oo W rE a.e. 4? mm. X (75 0, W 


EIX IE ED IX: — X... 
E= 


= 23120 | IX: -X-i ldP 


ew; 


-55 | IX, — XlaP 


iSO ai get ny 


= 5 [IX =X P 


ESA qa 


= >) | EGX, 一 X, | | .,0d P 


i—0 mom 


ed PGIRD-cEr« co, 
i—i 


由 上 面 证 骨 还 知 2 j l 基 可 积 的 ,注意 到 {r > n) DG 
> o). 由 控制 收 委 定理 得 
| BR 过 | Six- xal 


dirn} iront i= 


= f SIX, X DLsdP 
np oi-e 


——* 0 (n — od), 
ENAERE 3.5 中 {1) 的 条 件 全 部 满足 , 故 推论 成 立 . 
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AR KM im ai mpe maaan e ame © 


定理 3.7 (Wald FED iiD on > 0) 是 相互 独立 同 分 布 
的 随机 姿 量 序列 且 ED, = p. 令 


= XD, 一 p),n 22 0,57, — oD D, DO m0 
Er 是 (ts ne N} EE Er « ca, Mij EX. 存在 且 


ED, = pEr. 


P—0 


证 BAXX. F.n EN) EW, H 
EX 一 XR) = E Dra — lln) 
= E |D m 6| —cxo. 
由 推论 3. 5 得 
EX. = EX,—0 
但 


X.= 5D, — 9 


irt 


= (Do — Eea H D S4 D; — a 


4—] i—1 
= > 了 DT M D 
acp imo = m 
= YD: m D» Su CE 


—" i—n 


— XE 一 DX 


EU 


从 而 ， EY D, = HEr. 
定理 3.8 (Wald 基本 等 式 ) RiDon € Ni 为 独立 同 分 布 
EBELE RIFI. G X, 二 = D Don > C. fBlg xd es eve 0, MCO 


= Een PEBE MO ml. F, = eHh Done Doun Z2 0.0 
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M Á—— MÀ AX M m0 me 


Faen C N) BB EI EE X| ce O ae. EH. Er 
x oo , Jii 
Ele MUDY = 1. 
Wo $Z, —e./OMOGÓOY T. n Z0. WIS, n EN Y 
WH EX S= 1, 事实 上 ,Z, 为 六 ,可 测 是 显然 的 ,由 于 Ee 二 Ma) 
ffir. Z.déupT.H 
EZ, | 88,) — EQUIS MOETE E97, 


— LU E Dia [3 ) 
: OMQYY7 1 " 
es é X, 
T Maora MO = Maya T e 


XXGEUEBT T iZ’ nn € N) AER 
TRA XE ua m0, 有 


ECQZ, a — Z| |) 一 也 (| 二 


x I) 


| 
TH 


els 


;-i|- - ıl. 

O APES n) E OX E Sea e > HN Z, MELIE R EL 
0, 使 得 在 {+ mo) 上 有 

E Za — ZA S a< os. 


用 推论 3.6 有 


EZ, = EZ, = 1. 
RREH T E HUN Y. 
定理 3.9 RX s {X= DD, nn E N) ÀX3EfTE. 


ist 


(onn EN) Zae. JE AER A n] tdg EEF E n 
I ER ID. < o0, i3 t iS ‘n € N) Gusta 


| pXdP K M EED, | D. 
drei j 


Z,— 4X, — D AEDI 1) 


t > Ga 40X; as 


ken 
其 中 X 1 一 作风 = po 显然 ,Z, 可 积 且 o, 可 测 . X FS 
Z.— Z, ,— 4, G0, — ED, |, 094 


于 是 
EZ. |F 1) = Z, , 
这 就 证 明了 {2 入 ,nn € N) WR - 
RITTE nod n. Loo. EAPO — 1 EN 3.5 得 


因此 ， | 
Ep X, 一 EO AEQAUM,.0 — (CH GQu a — $0Xi | 
k= 二 一 个 


KEQ EO, |,» 


=i 


EE. S n = min(Cr,n D, M re AHT, E Pir Son) 
二 1, 于 是 由 上 面 的 证 明知 


Eq, X. < ECV gED,! F, D) 


TR. B 
| XP = lim | PaK dP 


4 
NT Ir 


«EC pE |F. D= PEWED I P»? 


k= 
推论 3. 10 (Chow 不 等 式 ) BX- (X, 87, n € 为 下 
St. (en € ;为 正 的 非 增 的 实数 列 , 则 对 每 — 67 08 
P(maxe,X, Z2) & € '[e,EX; + SGE; — Xi 0]. 
[r= 4-1 
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“一 —— € E 


证 r= infin Z2 01e, X7 S eint = co W c EE (S, 
n € N) 停 时 ,注意 到 


€Pimaxe, X, Ze €) x eX. dP 
Tu 
TEE ai me 
一 Í EN dP. 
DD 
AFA AFELA F.n € N) Xd fh Fh. ig D, — X7 一 
A. pt0 Grn STA 24; 则 由 定理 3.9 的 证 明知 
| eR dP Ec XF Las 


1 


= Ec Kr Iren KEC, XI 


KEO aE a) 
kon 


= «EX, 十 SiauEQG — Xr). 
这 就 证 明了 推论 3.10 成 立 . 
推论 3. 11 (Hàjek 一 Rènyi 不 等 式 ) IE (X. € NO 为 独立 
BRE REEA[.EX,-— 0, EX? < oo 他 0 双人 为 正 的 非 
增 实 数 序列 , 则 对 每 一 > 0, 有 


"m 7 
P(maxc;i1S,| Zee) me? SEXI . 
Delizmor pamp 


| 


其 中 S, S Xon -9.0052.-. 


证 e. — g(XQUA, n Xuan zm 0, RSRLISELST unc 
Ni IEH FREI HEC 3.10 得 


P(maxce,lS,| ze €) 
DELIA 


* 


1 


D 


k? 


= PonaxdisSi| me) 
ng ima 


«e [AEX] + DCE 9 Sio] 


kd 


一 上 "2 CIEXY. 


HO $oec—lanzo, 则 由 此 推论 立即 得 到 Kcimogorov 不 等 
式 ， 


$4 Mrs a 


本 节 讨 论 随机 变量 序列 的 收 合集 合 . UEX-—:IX. JS neN) 
是 可 积 送 应 序列 ,集合 {w:limX” FERGA OX. 0 Sem UE 
A.B € F, YEPCAAB) 一 0, 则 称 4,8 ae. 相等 . 记 为 4 二 Bua. 
e.. M. a.e. 相等 集合 常 省 去 u.e. 记号 , 简 记 为 4 一 B, 对 a 
m0. 

tQ = inf {n Z2 0: X. >a}, infi = os, 
则 e REC an EN}) 停 时 , 令 D, =X, m X, D = sup1D, |. 称 
可 积 尖 应 序列 让 = {Xn E N) ATECA X EC), 
如 果 
ED To a >O. 
显然 .如 果 ED' <o, W XC€Cc. pA ERES n250. | D, | e 
co ae (Pce REO M Xe Cw. 
定理 4.1 dE X—(XQS U.C N)&T ER SE XCCs M 
isup, <) = X, 一)}， 

证 AUG TIC (gp emt Pub uEBE 4E Ec 83 Gri 26 A 
成 六 ,由 于 六 二 {X F on ENIA FER. BHrESE 3.1 I "= 
Xa nE NIRITA. Xil AXECr RA 

supEX, ,, xia 十 EKZ Fed) 


umü 


za T EDI aque P 
T ow. 
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对 每 一 nn € N,E|X.,,] = 2EX2,, — EX. Ans 
TA supEIX, ,. | EN 2 supEX; An 一 EX, < co, 
由 定理 1. 890 (X. ,,,n € Njae VS. ATE 
tn 一 co C IX, 

但 Uns 一 {supX, < oa), FÆ (sup, <o} C IX, 
一 }. XGEGIEHH T EE.. 

推论 42 设 X= iX F.n E N) REH ED < 之 oo0, 则 有 

Ga) {X,—} = isupX, < ce) 一 niX, >= 0}, 


证 应 用 定理 4.1 于 让 及 一 关 一 1 一 居多 和 和 刚 有 


(limX, « on) = {supX, « oo) = {X >} 
(ima, I-— o0) 一 {infX, >= æ} = {X 
从 而 ; (1) 与 (2}) 成 立 . 
定理 4.3 XSA nc NETA, Doob 分 解 为 
X, = M, 十 A, 220, 
CD f X Ek A T. 
(AS < co C (IX, C (supX, < ea}; 
(20 UR X € Cr. M 
(1X, 一 一 isupX, xoa) COLAS oo}; 
《3) 如 果 X EAFA X € Cs. 0 
(X. = = (supX, x cc = (AL «x 02); 
其 中 A. limA,. 
证 (DO Qe) C tsupX, < ee) 为 显然 .下面 证 明 第 一 个 包 
含 关系 式 成 立 . 令 | 
e, iniia ZO0,À, 2 ab. 790. 
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约定 inf = oo.]ü c, 为 停 时 ,了 AQ xa. XH 
X, nn — M, a, 十 As het 
所 以 
EX, EM. ra + EA, An 
== EM, 十 EA, An 
x EX, a. 
而 AS UX, no s noc N} HAEA FRH 
supEX, ,, &; EX, Ha «co, 


由 定理 1.5 4n 

£A. La) = (o, = 00) C (X, 9). 
因此 ， 

LAS a) =U da) C (X, j. 


a0 
(2) 由 定理 4. 工 立即 知 第 一 个 等 式 成 立 . 下 面 证 明 第 二 个 包 
会 关系 式 成 立 . 由 于 对 任意 < > 0, 有 
Kehn = Mean + Ae aar V nz, 
所 以 
EA, M= EX. 十 EM, As 
= EX Za 一 EX, 
X 2a + EDi Iu ces — EX. 


因此 ,由 法 都 引 理 有 
EA,, = E limA, ,, xz lim infEA, 4, « 0o, 


从 而 
in 一 ce [AS x o5), 
XE Utt. = ©} = (supă, < o0}, MEUA 
| (supX, < os) C (A. « oo). 
(3) BOD 与 (2) 立即 得 53》， 
推论 4 4 GED =e [Duoi € NY 是非 负 可 积 适 应 庄 列 S 
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.二 EDNA 


(DED, S, 1) < o0) C (X, 9). 


a-ü 


Wü ED < co, 则 有 
(SECO, F, (2500) = (X, 


a 


证 显然 {Xn € NN) 为 韭 负 下 款 , 它 的 Doob 分 解 中 的 
非 负 增 可 预报 序列 为 
A, = 0.4, = Y EO, Dal 
由 定理 4. 3 立即 知 推论 4.4 成 立 . 
fiib 4.5 (Borel — Cantelli — Levy 引 理 ) WAB, € S, 
n zi 0.5 D, = Is M 


(SI PCIE, a) «oo 一 p eo). 
定理 4.6 RAXA — {XF € N) RROEZrnRD BUB Li 
(EO ar, Doe) CX, m). 


EER E (suppi) « co, Bl 


(DEDS, D <o) = OG >). 


»—1 
ub o HTX — 0UXQ575,.8 € N) BFAR, UU] X* 全 
UXISSA,.n € N) 5OQC-- D' Z (OX, 1. VR € NI EDS 
Bh. ED Foob 分 解 分 别 为 
R= MA BIX, HIY = MU, A". 
则 A', 与 A", 是 相同 的 .这 是 因为 
A= 3 GOL S70 e- XD 


=n 


tol 4-1 
DEUX- — XY 3) = J EOD |F) 
i=} 


i—tü 


| 


a | 
A", — DEUX DIES) — (OC c D» 


» l 
SEX a + D ~ A t DPA 


1—0 


DED AR. 
由 定理 4. 3 的 (1) 8 
(gon. D) «o9 s {A o0] 
cxi n «X, = D >) = Xn ~—}. 
下 面 证 明 在 条 件 ElsupD:) «oo FX € C$. 
令 noc dnfin Z2 0, X2 2» a) a > C, inf(7) = oo. Wl zr, EER E 
Rain E 
XR 一 XEab x [Xa — X, T 21X, HX, — Xal 
x; Dio 2a? [Duals 
H Ex Sehwerz 不 等 式 得 
E|Xi 一 XD ide es 


< EDI, co + 2a? EDU ss 
< El sup DÈ + 2a* AJ Es upD:5] «ee. 
n az 


EGG, — Xi.07 I2 -— oo, 


BD X* € Cs. 由 定理 4.3 的 (3) 得 
(XL) C IX) = {A on 


更 有 


= (NEGO S, «o9 


EL — — —|———— e(t ee tr 


从 而 


人 (多 oo) = (X). 


a—] 


定理 47 EX — (X, nn ECEN STE Doob 分 艇 为 
X, — M, 十 A, sun zm 0. ID, | se 常数) p- 0, 


WI OD (EGM, =M, DEED HR AS moo (XL. ER 
"=l 
等 价 地 ， 
D UST EQD, + DD|S, D < os) = UE, m) 


nm} 


证 SGubCGD—(0D. 由 Doob 分 解 得 
M, = Xp M= Xo DX, — EX F 1)) 


i=! 


= X, SQ, EDIF, 1)), 
k= 


J 


A = C,A,— X, t DECX, NS, 一 已 
=i 


D] 


一 YEDI E, i 


k-1 
于 是 i 
ECM, — M Y F, p = EQD, — ECD I, 0X 187,4 
= E|, a) — (ECD, LF, p 
. 从 而 
“SEUD, + DD), 1) «oo 


r>] 


— S EUM, — M, ,Y 97,0 H A, «oo, " 


a>] 


5— P AD EGM, — M, S, 十 4. xn oc. 
hh 一 上 


则 有 D EGM, — M, YF, D «eo 
„>l 
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及 SEQ, NS, 1) = Ac «oo, 
月 一 上 

从 而 DED, NZ, 1)) xo, 
n=] 

FE BIEONDL.9 «6, 


故 S EGD, + Di, 1) oo 
这 就 证 明了 (1) 与 42) 是 等 价 的 . 


其 次 ,由 [|D, | E c, V nz Audi M = M, LET un € Nj 为 平 
Jr" TER B. D.CMD 全 |M, — M. | S 2c. ERE 4.6 有 


(B YEGM, — M, SEL + AS < o6) C (X, o). 
一 | 


X His 4.3 832 有 
(X, —) C (A, xL oo), 
EE, HEH A 6d 
OX, — (XE {A xo] 
= {X >} N CL xo) () UM, 9) 
= (X) N (GAL < on) 


^ (C EGM, — M, DHL xen) 
am] 


= {X >} N (J ECM, — MaF SELL H An oo) 
a-i 


= (SIEGM, — M, HA, D) d A, < o). 
4—1 


Xt — BE SEBUR EV REB] TCR ESBE O [e] 
定理 2.8.85. 
定理 4.8 DiD Fun E N) RUR EEI e EE 


atc Sp, 在 由 下 列 宇 条 件 确定 的 集合 4 上 ae WA 
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(o APEI Zu, 


m e 


(2) 3 EO | DE. E S 


aoi 


C3» Y GECGDI un aga 58, 12 一 GECD,I ip ica S.1)Y) 


* 


«DM 


证 x, -— 2 D, Ah fii: 4.5 Ax def (20 得 


A(YIUX,——AD US Dania) 


iSi 


= A IU Gb — EDan aD]. 


i—n 
EI Y, = M GXI unica T7 EC ii» ica F, DPPE- zm C. 


显然 Y 一 Yu A un € Nj 是 平方 可 积 蒜 县 
|Y.— Y.,| £3e.V n 220 (Y. — 0X. 
由 定理 4.6 得 
A C UST EDs tn 1) 
时 一 局 
一 CECD, p isa 97, 325 <T oa) 


= (SI EGY, — Y, iS, moo) — Quo 


于 是 | 
A= ANY = AN IX —), 
从 而 
AC AX, >). 
推论 4.9 (Y. S. Chow) HE D = (D, 44, € N) Em 
列 . 若 1 之 pp 这 2. 则 在 集合 {ECD 人 I Dak Xo 


p-ak 
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MD a,e, qug. 
icd 


ma 只 须 验 证 在 集合 { > ECID A LS) rl 上 定 
GE AIEO OD GNU. BI e 0, 
(D 3E—91 £220, 5 25 118 
PUIDI 2 0455, = Easgals£ 
& c EQD: Tn ss lF: 
mc ^ECQLD|* 57,42 


从 而 在 集合 (DEAD? [E p « eo) 上 有 


LE EFi) « eo. 
(D HT DESEE FE pl 


» IECD Tp ia lF D)e 


i—0 


= 2; [ECD asisadlc s) | /c 
D, 
< > Ee IussalRF 1) 


< SVEDL, D 


FEER DEDIZ D<} 上 有 
M JE (Danigo 55,42] xL oo, 
更 有 ECD Tsien [570 OD SY. 
OD HCFPOpm2.ME 


MEW s za ICE 


r— 
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H 4.8 


< Xp I5 e^, 
amesa Seun Fad 过 oo} 上 有 


5 CEDi p aa 57.4) ~ EUD anisa bF 2^) 
| «Lco, 
于 是 ,由 定理 4. 8 立即 知 推论 4.9 成 立 . 
E BID, F i € N) 是 可 积 适 应 序列 ,车 0 之 pp 之 1, 则 有 


(DEUD PIF) < o C S= >D, —}. 


i=ġ 


定理 4.10 (Y.S, Chow) i$ D= (D, S. 8 € N) RRE 
序列 , 0, € N) 是 正常 数 序 列 且 3» <o p I2. 


De 


25 fEQD.|^| E, xo) C (X, = LM 


证 p= 2m, hE as AER. 现 设 4 2 ,对 每 
—nm).e9 


Y, = [EQD [. 37, .,5]5, 
由 于 Y, 2 Ae[ECGD,I^|57, 4] 1 e 65, 
于 是 
Y= Yren + Yiy or 


Sh t ECD | |, 035 t EQD M, D t Ty 


s 5b, 4-9 ECD |^ |, i, 
从 而 ,由 条 件 期 望 的 Jensen 不 等 式 知 


CEU EECD IF, 1) eon) 
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c (PEIDA D]? < oo] 


C [DEUDA 0 < ox), 
再 用 推论 4. 9 ATE p D> 2 时 本 定理 亦 成 立 . 
推论 411 ED = {D,, mn E N) ERZI ERT e> 
0p 2m ZH 


EUD FZO + J EdD, IZ, (Qilogno!705 ! «oc,a. e. , 
1-2 
WX 二 SD. ae 收敛 . 


; 1 Ii 
证 Rash = lb = oggy amid 26 <o H 


ari 
Da HEUD, PIZ.) < co ae., 由 定理 4.10 即 知 推论 4.11 
noU . 
RI. 


$5 ğ# g% 换 


EL Sao NF, P 为 概率 空间 , Anm 1,0,1) 
为 区 dS — FARER UTRI EV ORES, A 
的 ,n = 0,1,2,4- . MERV = (Van Z0) Ain) 可 预报 序列 ,通常 
H9. Am ,— (.0). 3€ X — Xn EN) 为 可 
积 适 应 序列 ,其 差 序列 记 为 DD, = 六, 一 及 ,sn EN. ,—-0,VÀ 
(on € N) 可 预报 序列 . 4 Y, 一 EV, Dn € N. Sk Y — IY. 
Son € N) 3X CT V AER E84 X 为 黄 时 ,简称 了 oed 
变换 . 

定理 5.1 X =X mn € N) AROGI, LRF 
WD.V = {Van € N} AF on EEN} 可 预报 序列 (相应 地 , 非 负 可 
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re 


预报 序列 ),Y —i4Y,.o97.nc N)R X XT V AER Y, er fln 
€ N) MIY = (Y..57,,n € N) Jg SR GR FEME, ESSE RID. 

证 ”显然 ,了 二 {了 ,wnt NES BuR IA XO. 
则 

ECY , —Y,2]57,) = EV D, 57, 
—-VIUEQD, M57, —0, Ya EN. 
WY Aw. AAE ak TF, 
EQY,., —Y,)| 5.) = EW pun F a) 
= VQQEQUAa| S0, s OX 0 VEN 
BX Atata. 

推论 5.2. EX — (X, an E N) AR GARE, E pR F 
Wr E on E N) M X" — (X24, 57, n € N) H GE 
FERE, DERCHET ER). 

i $V.—Igg0280),D,—X,— X, j, Gzz0,X | 二 
0.57 , — (OD) EV. = (Van € NY gU n € NidEf np fS 
报 序列 , 且 

Y, = EVD = WD = Xa 


=l k—uü 


显然 (Yaan € AN) 为 可 舱 适 应 序列 ,用 定理 5.1 立即 知 推论 
5. 2 Bir. 
推论 5.3 BAXS Feon N) AER. GA SM 
BWES STW X; Xe W. H. 
EX |F oe) X Xs. 

iE Xs Xr 可 和 为 显然 , 令 了 ,一 了 0 一 
AVIV S {Von E NiE on E N) 可 预报 序列 , 设 Y 了 = iY 
Fon EEN} 是 人 关于 V 的 变换 ,显然 Y 是 可 积 适 应 序列 .由 定理 
5. 1 知 工 为 上 蒜 . 设 站 是 大 于 3 Y 了 的 整数 (这 种 大 总 蚌 存 在 的 )， 
| 


X V 
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rp re 


于 是 
0 = EY, > EY, = E(X; — Xs). 
大 而 
EX, S EXs. 

XHEXRA € OS.GEX SUI WP: 

S = SI, + klw, 

T' =T + klx. 
BR SOT 为 有 界 停 时 且 S ST FEE 

EUX, — Xa) = E(X — Xe) L 0, 
即 [xar < xar. VA €. 
A A 


等 价 地 ， 


ECOXT|157,) S Xs. 
这 给 出 了 有 界 Doob FRI E PER A — uERR. 
引 理 5.4 i$X-—((X ume) Awr San E N} 
停 时 . 
E|X.I....,| & limEIX.,.] 
Xx;supE|X.4,| x supE|X, |. 
证 ”由 定理 3.1 知 :第 二 个 不 等 式 与 第 三 个 不 等 式 的 成 立 均 
为 显然 ， 下 而 证 第 一 个 不 等 式 成 立 . 显然 有 Arnallus E 
Xd ases RS G 
EX Leca | 一 ElimiX., Iu | 
& lim E | X erkis | 


引 理 5.5 i$ X—1iX..9..n€ NI L'A yh. SERES 
为 局 一 下 ,一 天 QOL ZR0.X ,— 0OAT RT 0,0 fT 一 infln ze 
0: [X] ze klind 一 eo , lli 


lii 


migen m maa m e 


了 一 上 
ES DI EX? ,= 2EX.X., < 2E supELX, |. 


iE HAERA AX AL Ay R aeu TUBE Lu B XL. fi 
FX, X. a. e. :因此 ,和 5 XL 上 HAXH JA | SAR Als 
一 人 ae， 由 法 都 引 理 得 
E|X,|- Elim|X.,,| 


= lim E | X.,, | 


S supE|X.4,] 
x; svpE|X,| 
因此 
EX, Koa S REX, s k supE|X,|. 
aE I XE RT n2 0, 有 
Xi’ Sip + 23 X, D. 
rer Pr: 
于 是 
SID + XE = 2X? + 2D,X. -2 ÜX, D, 
mei m 
= 2X, X, 一 5X, D. 
4 56—tAn, WE B " 


mod 可 
20D + XLO—2XQOQ4—2X.D. 
i 一 让 

由 于 X. osa 是 s. TWAHARA N 


i 一 


EDX, D; = HEX, Han E D | 5; 132990. 
imd 


£u) 


pi 
"d J 
EDID? + EX? ,—23EX.X, , (5.1) 


dE (e x ec) E. |XX. 1| = LX A tran T < AIR SA 十 
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RIX- ir = 05) ELQIXXL l ESSEN, supE |XX. dx 


T &|X.| 是 可 RA supX i E LAETI IRR. 利用 控制 收 仇 定理 
及 单调 收 伍 定 理 ,在 (5. DARS n 一 co 得 
ES ID + EX? , = 2EX.X..,. 
EH 5.6 (Gundy 440 IX = {X Fan EN) ALA 
T E 一 六 人 0, 可 分 解 为 
X. — Xi 十 X: 4- XP, 0, 
其 中 {XD ,到 + 全 N}, E = }, 2,3 MX Eh B ud E 
COD supë | XP | «eo A PisupE| X£? | 0) &isupE|X,' /5, 


DEJ XP 一 X | K 4supEIX,] (XS = 0), 
(3) supE (XP?) xz 2E supë |X, | «& oo. 
证 对 固定 的 天 > 0; 今 
r= infor > 0; X, | > A} inf — co. 
i D, =X, — X, si z0,X ,— 0). 则 
D; 一 Dili + Desn ~ EON Wa dy 
+ Diea — EG.) | 


d 


AX 一 S DI eas 
XP = M (Dil e-n — EDA ea lF i), 
XD — M GI UU EG. 57, 405. 
Gi 2 0) 


mj IXP ST an c N), i= 1.2.3 + H. 
X, = XP + X? + Xn zo. 


由 引 理 5.4 有 
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PGup|X2? | > 0) i Pa < o2) 
s POX.: Hece DA) 
A ELX, Hece S E 'supE|X,j. 
HE SUN eSa XD = OS cmn BS 
IX IX, — XA s IX IX. 
于 是 由 引 理 5.5 的 让 明知 supE [X21 « eo, HI OD 成立 , 由 引 理 
5. 4 有 


ES IXP — XP, =E D Beo — ELLE, OE. 


a-ü ad 
x 233EID, IL. = 2E [DA 
X 4EIX Hac x4 supE PAR 
即 (2) 成 立 . 
由 引 理 5.5 有 
E(QXP'— S ECOL, 一 EGAL ua F Y 


< DED 


<E < 2k supE|X, |, 
即 (3) 成 立 . 定理 得 证 . 
定理 5.7 (Austin) i X= {X, = M Dn € NÀ 


PT 


S EsupELXLI < o REDE < ooa. e 


-6 
证 “对 整数 和 六 1， 按 定理 5. 6 将 到 分 解 为 
- 一 天 人 P, O e a T m. 
令 A, — {suplX | = 0) Y, = XP o XP 


Za = Xf? — XP un z9,X91 = 0X — oE A, 1068 


rr 


en 


parie 5z», 
由 定理 5.659€) 5l 
ES IY. x oo, 


i= 
TRAR.MIY| <o, ae. ,从 而 > YF] < eo, a.e. 再 由 定理 5. 6 
iwy i-e 
的 (3) 得 
supECGX £5? « oo, 
X EPY = J EZ, TE 
E,Z} = sup S EZ} = supE(XQ)! < co, 


M T Zi <eo, ae. EAE RE EER Rz 1, 在 4, 上 有 


Ð Di < co, a.e.. 但 由 定理 5.6 的 (1) 知 


PGcup|X?^| > OEE 'supE(X,|. 
因此 U A, 二 OQ. Tf. YD «xo, a. €,. 
H =t 


定理 5.8 QX-—iX,— YD, San EN) HR,V = V., 
F t € N) 为 可 预报 序列 TUER 
OO # ED' = E sup |D,| « co. WI 


(DIDI < oo) C (X >}, 
特别 . 若 ESP) 二 Et VD < oo , i 
acü 
X. G. €. qr HL 3S. 
(2) disupE|X,] « 2. 


(V* <æ C UY, = (SD,—). 


aci 


其 中 了 ”一 sup |Y, LIRA supt |X] «coe H 
V* « co. a.e. . M Y, a.e, KAHER. 
证 D TEE HE2. 7 HER p — 23188 — à 7 0. WIE X ARTE 
Chow 分 解 ， 
D, = DP 十 DP 十 DPn z 0, 


其 中 XP = DDP noL ERA. [DP] o0 a, e., B 
up -0 Cip >) 
由 上 的 任意 性 立即 知 T 
(DD <c X= M5 
(UBTXD 有 界 靳 ,由 定理 5. 7 知 ， 
S Di « oo. a. €.. 


于 是 ,在 集合 {V "过 co} 上 ae, 有 
S Vip < co， 


r= infin 20, | X,| Z9 & 3X [Vu] 2 kini — es. 


D', = DV desn X, = SD 0. 
则 {Xi 名 ,sn € N) $8. BERS m om) 上 ae 有 
> D'Y < ca 由 于 


全 
[DU] CX, | + [X DIR 
S GA > |A M 0. 
于 是 
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sup [D', | SACA + JXl Pics 
由 引 理 5. 4 fF Esup|D',| < co. 故 由 已 证 的 (1) 知 在 集合 {V" < 
co 上 X^. ace. KREEF. 但 在 集合 tr = oo) EX, = Y, = 
SVD PEERS <0} (em oo) EY, = JVD, a.e. 


任意 性 及 X, a. e. WAA 


(V < ec) C (Y, == XD». 


$6 SURIEAERE 


靳 性 是 独立 性 概念 的 重要 推广 ;很 多 有 关 独 立 随 机 变量 序列 
的 极限 定理 可 推广 到 揣 的 情形 . 本 节 给 出 车 的 强 ( 弱 ) 大 数 定律 与 
中 心 极限 定理 的 一 些 基 本 结果 . 


定理 6.1 X= {一 DF I1 RE GO.21) 


是 正 的 常数 序列 且 b, n co(n — 22) 记 D; = Dlilp gs) ，1 i X 
n. 如果 


d) OPD | > 5) — 01 —> 06), 
A , P 

DRIDE LDF D) —90, 
i—] 


(3) 5, ? DO [EDE 一 ECECD, | 57, ,5)?] -- 0n — e), 
i=l 
X, P 


则 Tot (> o0). 


b, 


证 令 X a = 2, D. BOO 得 


117 


X. X $ 
Fe Xay < BPO, * D) 
a ^ 11 


Pe 
= ETT mb.) — 0(n — oo). 
Bk H Lip o rg, 但 由 C2) 知 只 须 证 明 


x S EC, 57.) 
HH i=l] 


b, b, 


BHE 5 io, — EOS, 0 — 0. 


这 由 (3) 及 车 中 雪夫 不 等 式 知 是 成 立 的 ， 从 而 定理 得 证 . 

为 证 明 强 大 数 定律 , 先 证 明 非 常 有 用 的 Toeplitz 引 理 及 
Kronecker 引 理 ， | 

引 理 6.2. 设 {a.} -IPERE (n) 是 实数 序列 、 

(1) CToeplitz 引 理 ) $F a; —9 r,i -> oo BELLO 满足 

O 对 一 切 n» z 1208 D lau] M «x oo, 


i=l 


Gi) 97a, ln -> o2), 
(n) XI íg— i28 1, au 00 65) Df] 
ss — tin oo)., 


(2) 落 x — 0 —- e), EE (GG) 满足 "1) 中 的 条 件 (D 5j 
(i 刚 


> UE; — rin — oo), 
AM = S; 
(3) (Kronecker 5| HE) Zi 0 «a; 4 o2, NT z UC 
ea fj 


Su 


上 


0 Üu o2), 
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| 


证 (0D AF D esr 一 zx 一 > asri oz 十 Slane — 
xr RH nokt, 2 ja 一 1, 放 其 须 证 明 


Sa — z) — O00 — 02). 
事实 上 ,WwW E 2-0. 由 于 a 一 工 ; 则 存在 正 整 数 no; 当 i 之 mo 时 ,有 |z; 
— r| <e FE 


| Dauta — D| s 9; laul — 220 + S, Jasle — 7)| 
i-i 


il PTUS 
na—1 vo 
<È max |z; 一 xD lei + 93 Jan | Ye 
li 1 imi iZan, 
ma 一] 
s C max |z: — xD»; les] 十 Me 
laiga 1 ici 


— Mt (n — co). 
由 :的 任意 性 知 


| DY aC — a5] — (n — co). 


这 就 证 明了 (1). 
(2) 类 似 于 {1) 证 明 .- 


(35 A ae = y, = Yny S ` Z nÈ Hal A 
(a M 


M x = Daia = yas 
^ i=l 


iol 
= NMa-1 一 5 (a; — 4j.) yi/ d, 
i-1 
4 a= [i a ies Gran, 
| 0 , Yin. 


WA] $E (2, 满足 (1) 中 的 条 件 GOL GD RE GID. HOD 得 
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domes arat epe pun e qaas n 


5 Ca; — a, yila, 一 > 5 =, 
i—i z Ui 


但 
,站 四 和 
M K 20 
3E 
= — 0G oo). 
下 面 我 们 给 出 著名 的 Kolmogorov 38 CE sg SEIS — ^ Bir 9e 
证 明 . 


定理 6.3 WEUD, n > 1) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 令 


n= Da LEED |<, 
i=l 


— n — ED a.e, 


证 4 GF. = aD Dee, Don mol. FEX = 
EXIS) = nie ane- n> LHi SA 
ED: |F n) = ECD, |) aw. ^ Z SED |F.) HAA E 
的 定理 6. 7 ARAP 1.1 及 定理 1.10 Arts = ED |E ase. | 
KARL RA GX ae O20 EXE FEBRUARI M0 X 
是 ÑD. Da 0 可 测 的 随机 变量 . 由 Kolmogorov 0-1 ££] X 


ae Neo X ET = ED, ii] e X. i X = ED. 
iD, unm > 1) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序 列 ,可 以 证 明 : 
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R3 ease. ; 则 EIDi| I <2, HED =b 《证 明 见 [8] 
p. 119, 定理 3.2. 22 

定理 6.4 (Marcinkiewicz WR Eg) HUD. un Z5 1) AER 
立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 

(OD 4 EID, |' « 65,0 « r « 1. 


YD, /nr — 0. a E. 


i-1 


(2 REID |' « oo,1 sr «— 2, fj 
(S5, — nED,) /n* — 0. a.e, 
《3) pP 0 «or 2 及 常数 序列 {人 8.) 有 


(D, 一 bo /nr — 0. a.e. 


i=] 


则 EID; i < eo. 

证 先 证 《1) 与 (2)， 对 (2) 而 言 , 当 rr 一 1] 时 ， 即 为 
Kolmogorov 强大 数 定理 . iic RJ r2» TEC 成 立 , ELDI 
on 0«cr«2HrszlprlocBERE ED,—0(0NnWp EE! 


= D, 一 ED. zz D HF EID F « oo, ul S2 PCID;| 2 i$) = 
i=l 


SPUD > i+) « cc H Borel — Cantelli 3| A P CID; | 7» it, 
i.0.) = 0. 从 而 只 须 证 

SD asas 

z=! 


H 


+Q, ae 


EIL 


to ern 


DED s i tit 
i=] 


一 212 EID, Hy io renMIT 


= BEID Hy isin 222310 
d- 


i>} 


1 

AL , asd 
c» 'ECID lI inr * 
471 


= DE ID, lI rag" 


— cEAD. Ar «eo, 
其 中 < 为 常数 . 


| SED paani | 
i=l 


一 | D EDan) | 


< DEUD u MEP «Loo, 
ior Br LEID] «conf ET RETI 


E Linier /i 


iS ,由 Kronecker 3m. 我 们 只 须 证 明 在 0 之 + 之 2 且 7 关 1， 
EIDE «o^ 的 茶 件 下 


~ NI 
M UAI as quc -= ED,» Men 


u.c. NX SQ S DG — Wlan 一 Diete = 
ps. 20 60D D, DOLI OX US in zm 为 平方 林 积 
"TTLP ,只 须 证 明 : 


DEDI TN m ED et [it ML on. 


Tr tr ra ee er a tr 


为 此 ,只 须 证 明 
ME 1D, o erti? e oo, 


P EQD JH uo efi? 
一 
一 2 t DEDI ID TE 
= - DEDI Iu anres Di 


iM 


一 Lag i 
ME PEDIG LE TEN 


.2 2 
c LlI—1;— 1 
cj Jr ED y woren 
J 一 上 


= cE|D, ir « o, 
这 里 c 为 常数 .这 就 证 朋 了 (1)》 与 (2). 
下 面 让 (3)， 设 对 06 之 r 之 2 及 常数 序列 :5,} 有 


(MD ;— b, ut 0. a. e, 


i— c 


Xd D; 是 六 :的 对 称 化 随机 变量 , 则 有 


Y pa: -—- D. ü. €. 
i71] 


从 而 
Ix, 


— —- 0. a. e. 


n? 
PEEL «oo jx FE E|D, AD S 2. EDI oo, Hom 
MODO dk D, 的 中 位 数 ,再 由 初等 不 等 式 

la HEP s eClal* 4- Ho 
其 中 当 r 之 1 BBC ,— pSUurl1H Co— 2 'orHEROD EID 
oo. 这 就 证 明了 (3). 


推论 6.5 TED. on Ze 1) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 
(bon > 1) 是 常数 序列 ,0 之 r « 2. RI 


(SD, — 6) /n* — 0 a. e. 
ie 


的 充 要 条 件 是 
E|D,|' « o» E (5, — naY/n* — 0, 
EKip3ocrelBha-o0sMIisra2HBa-ED, 
证 ”必要 性 ,由 定理 6.4 的 (3) 知 :车 


CPD — b.) /n* — Qae. 


Wi ELD, V «oo. 再 由 定理 6. 4 的 (1) SO i E|D,|' « oo ,出 
有 . 
(37D, — na) /n* — 0 a. e. 


i=l 


TE 
(5, — na) /nt — Q. 
充分 性 (34 0p 8b. ELD <o R 5,/27--0. Wt zm 
理 6.4 的 (1) 有 


" 


S1D/n* —- 0 a. e. 


i-1 
于 是 有 
21 (DX; — 5. /n* — 0 a. e, 
Spr 2BUÓ EID, (5, — nED /nr --0 Ji E 
定理 6. 4 的 (2) 有 


( NM — nED,)/n* — Q a. e. 


:1 


于 是 
(OD — 5,)n* — 0 a. e. 
0— d 
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THE 6.6 设 对 每 一 ! 闻 0,4 & S7, , n] eE Si LO — 
a; ooa. e, XiEX — IX, — MID San € NI RIO bx 
2.35 
1 ECD I oa «es ae. 
则 
X, 
Ay 


证 ”由 定理 4.9 及 Kronecker 8] EE 4H. 
推论 6.7 X= (X DD A,n e N) Xo c, «x 


—x Q. a. e. 


2.3 $E|D,|^/G +D «oo 则 


X. _ 25 
iFi Ti 
定理 6.8 RARS [20.2 RO. ,可 测 的 随机 变量 且 0 — 


atona es X (b (zz 0) 是 正 的 常数 序列 且 2,5, «oo. X — (X, 
im 


= DDF uon E N) WX pz 278 


cM 


Y EQD J^ | 37, NO fai! « o0 a.c. 
i= 


x 2D. 
Tl “一 75. 0a. 
D» , 


证 HEM +4 10 及 Kronecker 引 理 得 出 ， 
推论 6.9 ix-—-iX.- DDF nn EN) DHR e> 
0h pR} 


DYED G 十 197 $7 o0 


iti 
X 2D 
nci. 28-1 TO ae, 


证 Sasthi) Um eic. iO.IABPESG.8 
即 得 推论 6. 9. 

下 面 我 们 讨论 蒜 的 中 心 极限 定理 

dm nzzi.dW XS 1 SiR) ih. H3kIESI D, 
= Ka Xp- KES ko Xa -0 dO Isis 
kon Ze 1) AREA. 

ex 6.1. 概率 空间 (2 多 ,P) 上 的 随机 变量 序列 Y, n m 
1} 称 为 依 分布 稳 定 收 敏 于 随机 变量 工 , 如 果 

(DY I» v, 

(2) XFfE— E € 5 和 任 一 了 的 连续 点 yCID Y 的 分 布 函 数 的 
连续 点 ) ,极限 


limPUY, yb E) = NE) 


存在 , 且 当 y 一 00 时 ,Q(BE) -> PE JX Boi de Y. — - Y GR S 
特别 , 当 Q,(CE) = POP — y) - PE) Uf Bl] ER Y n zm 1) os 


GU ACPNBLAE RC Y dne Y,» Y. (混合 ) 

EM a2 FORI S.P) bn]Sp perte SUPE] 
221) EON L KATOS. PY LATRI EE Z IER 
—ga Be. 


EZ,I,— - EZI,. 
itaj Lt 


这 时 记 作 Z, 
SER S expG LY) 


Z. 


Ge! - d 
—-exp(G >Y) Yr E RM Y, > 


35 L'W X398 T — Sx TATE 39 F L^ ux SETECXL Neveu[9], 
1965 ,命题 N 2.2) 

pE 6.10. 12(D,,, 57,1 S jS Ron ze 1) JÉB PES HN 
足以 下 和 条件; 


P 
(D max 1D,, | ——— Ü, 
Lig =e 


(D Ui, — DDr Rpr R ae ARENE 


(3) HASRET = DO Dy), 


:u)rL 
TG) -—— 1 


则 
X, = XD;-Í-z (稳定 ) 


ik HZ BERSO EexpC—- 去 ?27 的 随机 变量 . 
证 BHAR r) 由 下 式 定义 


记 L—expG Xu) A 
i, E. 
W, = exp( — $4 3) Di, + 31rGD,. 


则 
I, — T.Oexpí— Lye) cTOTQGOUN, 一 expC— EX 


H TERE BRE CUR GE PE AES EMR e, RREH — 9] P 
€ vg 


ELI,—- EexpC— TUO. (8.1) 


因为 expC— ITO, 区 有 界 的 .由 (3) 可 推 得 


ECT,expC— EaI) > EexpC- Lt). 6.2) 


H AL 
即 Tuexp(— L3) —À— expC- dy) 由 此 (Tsexp( 一 


Ivo) 是 一 致 可 积 的 :又 [L| m Ze AU) 一 致 可 积 .因此 


T,UW, — exp(— FP) = F, — T,exp(— Fn 


是 一 致 可 积 前 ,注意 到 当 [xz| gao x el? 对 每 一 国定 
8:250, 
A, — (xe € f2, || m max [D,, Cu) s 


BIO 与 (2) 有 
Xeopoisc t np Xu 


& 


m 


Ii |t]? max |D Di 
a IP max | 1»? ) 


—- ĝ {n -= ca), 
但 PL) — 1 Gi — o). 故 有 
a P 
5irGD,) —- 9. 
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国 此 


lo f 
W,-- expC— zn). 
dT. D, 一 exp( Lr] MTR ETA 
ET.[W, — expt - FFP a o. (6.3) 


Hi (6.25 与 (6.3) 到 得 66. 1) 3X. 证 毕 
注 [10] EU ER SEU I DEZ; e E B8 2E DE 5 68 
T. 
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定理 6.11 WE(D, 57, SL En Z1) 是 零 均 值 于 方 可 
Ei) gas pes. 满足 条 件 


P 
(1) max | D,j] —— 0 
Tj, 


(2) U} = » [DEI — 六 ,其 中 六 是 a.e， 有限 的 随机 变量 
(3) Ec max Di) Xpn 58S EXP1sjsE 
CV md 
ni 


k 
- d 
XA, = 51D, —- ZE) , 


其 中 了 是 特征 函数 为 Bexp( 一 Lr 的 随机 变量 ， 
WE oro 首先 假设 六 是 <.e， 有 界 的 ,路 有 < > od 


PO coO-1 
4 


D'y — Dj (sias X = 21D'as 
à-t 二 一 上 
WX, 57,1] LJ EAS nA) TEREN. 因为 


PO, #¥ DJ) 
上 


< PUL > 2c) — 0, (6. 4) 
HA POP. 关 Xa — D. 
因而 ElexpGtX', ) — expGtX, 2] 7 0, 


-于 是 Xa -ZOBRO 当 且 仅 当 X' 一 Z( 稳 定 ). 由 (6. 4) Bs 
阵 阵列 {D 57, 1 P cn Zo 1) 满足 引 理 6. 10 中 的 条 件 (]) 


与 (2). RARE RES ERE Tm EO 十 Du) 满足 引 理 


6. 10 中 的 条 件 43》, 记 
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rr 


jet SA, ULI 20.3 UL zx. 
J, 一 
Ae 其 它 ， 
jy 
A. 
E|/T'.— EÑO — CDU 
421 


T J 


Li 


x OE(Qexpu* 52 D'22]0 + £D 5) 
j—4 
S [exp enD] + SED; ). 
出 条 件 53》 A supE V77, |* « co. JE UP.) — CST FA 
Ai EEA m > LI B E ,向 (3) 得 知 BE ua ncm 
m, i 
ET' [y= EU, a ^ isD' 5] 


EA + . 
ELH Ot iD ,DY HE + EDF, 1)] 
Pl TET! 


k. 
EĻ C] + 42,5]. 
jl 
m (D 50 or S -- BERE BS n -> o2 时 
ta p 
IjIH OO 十 站 站 一 -站 
4171 


uiti Ei PRETA Ë G + iD.) 一 臻 可 入 .因此 
ET' I, > P(B). (6. 55 
A wl Vs a E E— B' € 如 HE T e 0E Em dH B 
€ Su ER POLABO < e KAT) 一 致 可 积 , 且 
IET I, — ET Fo | L ELT Mss 
ATEA R HER e E b o] BN Ty fih sup| ET' „Ta 一 ET’ dTe | 充分 小 ,由 
(6. 5) 得 


ET',I,— PCS'). 
130 


从 而 ,对 任意 有 界 的 27. AMELE E A ET -> ESL UG. 
E A€ s i 

ETa — EC EUa | 2] -A ELEGA 7.0] 

= PLAJ., 
En T", W EELSE 6. 10 中 的 条 件 (3] .这 就 证 明了 当 uses GRUT 
定理 成 立 ， 

pO 一 般 情形 . 若 六 不 .< 有 界 . 则 对 给 定 的 > 0 fife v 
HEB cd POT Oe 
P= Fre + cy 
D',— Dalar eas 


MX F al SRS kon 21) RARA EEM G 11g] 
性 C1》 3G. X 


P xe 十 TE 


xz (DIO Sg £a 十 Cc 十 mx PT ia ls 
Bieb v 的 分 布 函数 的 连续 点 、 部 


P 
rH 
I, Pger > Tige 


J-1 


Wu My. 
因为 viae. HEU. Hb 1 AWENA 
X", — Z. RD 
X UL Z. dE TEUER EU Eexpi — Lyr HEEE. mE A € cn. 
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如 
1ELTsexp tX a )] — ELIsexp(— iue 
&E|expGtX4,) 一 exp tX "a ) | 
+ LEULexpGrX, Y] — ELLexpC- 1261] 
T El|expC— iue — exp(— Lgs. (6. 6) 
d 
BUT X", 一 > Z. Gà, Estan 388 gie SU 35. XR OS 
PQX A Xa) < PO, E DX D 
sOPQLI OP Ime 
Br EA E ifi Co. 60 式 右边 的 第 一 .三 两 项 的 极限 均 小 于 26, h e KHE 
ER. 
| im sup| ECLeexpGtX, D] — ELLexpC— 1e) 
= 9. 
理由 特征 函数 收 敏 性 定理 知 定理 铺 论 成 立 . 
推论 é. 12 UOI, LS, SS 汪涵 1) 是 堆 均 值 平方 可 
fUr 83s Ee WE UE. 


P 
02 max |D,| — 0, 
1 


t P 
(22 Ui = 3 Dij l, 


ji 
(3) EC max DO H n- RERE IS] SkA 
1 
CIE Vus nz]. 


则 
d 
Xa = 9D,—-N(O,D (稳定 》， 
一 上 


EF NOD 表示 标准 正 态 分 布 的 随机 变量 . 
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PPT 


定理 6.13 PMMA Do Ful Lj DAS n Im) WEE 
Xu Us. 一 一 全 NG,ID GRE S 3. 


NP "TTE E E 
证 “由 定理 6.11 知 Xu, —-Z (稳定 ), 帮 对 任意 的 实数 :和 
A CS VE 


Elexp (Xu 214] — E[expC— Lg], 
因此 对 任 一 有 界 的 入 可 测 的 随 析 变量 有 
E[explitX, YE] ELexpt— ITO. 
4 € — expliuý 十 iT) ,其 中 和 > 是 固定 的 实数 :于 是 (和 m 


4) 的 联合 特征 函数 收 货 于 (7VY,7,7> 的 联合 特征 函数 ,其 中 尺 是 
Bono 独立 的 标准 正 态 跑 机 变量 ,由 此 可 得 


Ka L0 9 (OLG, 
IB ERU SE VES 

(UK LO -> (OG, 
这 就 证 明了 定理 . 
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第 三 章 ” 实 值 拷 型 序列 


近年 来 ， NUT 的 研究 有 很 大 发 展 , 本 章 我 们 将 讨论 实 值 
dy pes PERG, on POETE BI Gn c NIS mam 
上 升 的 子 ;代数 序列 六 Ron € NO PRET SEU Sn € 
NP GERI ASK. XE o c Tad Tio) = (rr ET, ro). Za 
只 随机 变量 序列 {Xn € N27 GEB At sup EX, | « co D Er 
(X, € N) E Efi TFEAM. 显然 ,二 有 界 的 随机 变量 序列 是 五 有 
界 序列 . 栗 剖 所 讨论 的 随机 变量 仍 假 定 是 实 值 随机 变革 ,并 用 工 ' 
HAE n[PRER HLAE hie fs. 


$1 各 种 蒜 型 序列 的 定义 及 其 相互 关系 


ENLIL iX-ix = X5 Sun € NY 是 可 积 适 应 随 
机 变量 序列 ， 

(1) $5 X amwen me DEED, | 

(2) HX dé REI. 如 果 存 在 C， CCC € SO n 
zoJco-1iH 

EQQ, UT) = Xu € CN n ZO. 

(3) XX R2 RUT4] f E PE a |] 6.) 96 XL 00 — 0. 

GO X& X f&iiruzh[ 15H16]. Art pep EX heer pea E G En 
极限 ， 
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ri PIT 


o c 


《5) Fk X REBURGDIEBR[ 17 ] In SROSE CE SEA] e 0.8 
lim sup PC[ECGX,|.57,) — X,| 2» 2 —5 0, 
ge Y ce (m 
(6) 称 X ERRAL] t AE 
lim sup | ECX,, jF) — X, | = 0ra e., 
CD FEX E MilL19], WRH 62» 0 FEER E p tzt th 
— Hn zx pA 
Pi sup JEX FD LA 22 e x e. 
Puma 
《8) Fk X JE RR ELPR[ 20]. iu EE EE > 0, 有 
lim supPOECX, [.59,2 — X,| > €) 27 0, 
《9) HX EL BEBE IE 
lim supE|ECX, | FO — X,| = 0,.a.e., 
erw dnm 
(100 fj X EWR] 如果 
> [ECGQD, F) oa,e., 


C11) $5 X JÉ THAT ER B [ 22 ]. fr 
[ECX,.,]57,2 — X,1— Oa. e.. 
HELEH: BE o UEBER — SEER  quitíh — qHASERER 

部 :向 SEARE p = qgR — SD RRIL' DEL E 
Ep. gk. 关于 拷 型 序 询 之 间 的 美 系 , 我 们 还 有 下 面 的 定理 ,但 定理 中 
各 前 题 的 道 命题 均 不 成 立 ， 

定理 1.1 (D BAR OR. 

(2) HAEREA R E L WES, 

《3) PRR E Mil, 

(4) Mil ERRA R: 

《5) EFA EREA 

C6) PARR NE DUER UU | 

证 OO EX (X47, € NS dEHDER giis m. 
YeD ns 7 0, 使 得 对 ~- 切 nI na A 
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SEJE. aM - X <5 


=n 


IESi ou E NId UERB[ rr S NERENN a>r H 


"i 
|EX. 一 EX | = | 3T EQU — Xn Mnl 
mag 
n 1 
=] 5 | (x,— XVaP| 
= | 2 5 Í (X. 一 E(X, a EDAP | 
< 303 || JEX aF) — X,IdP 


«X JEX,- dS — Xd S, 


于 是 ,对 尾音,r, ET. fiat; 2> ne M n ze maxr, t). W 
HEX, — EX | & |EX. 一 EX | + |EX,, 一 EX, | 
£ E 
psu ? 十 2? 一 
这 就 证 明了 区 Jé$gur$h. 
(DD RX S AX nn E N) EAER, AiE X ERE E 
DE L REA. clap] 
lim Sup ELE, NZ.) — X, | = 0. 
这 里 我 们 对 中 用 一 个 靖 果 , 即 源 近 鞭 的 Riesz 分 解 定理 ,我 们 将 在 
$3 中 证 明 这 个 定理 ( 见 定 理 3. 8 与 定理 3. 70. UE X — {X97 en 
€ NIRE WU 8E n € No X, — Y, 十 2,， a A 
nE NVNBRE WII n€N) } An eH mE |Z, |=0, XX RE, 
改 任 意 zz € T.rIRc.BühÉIDoob 停 时 定理 有 


136 


EEX, |I, — K,| 

= E|EQO,|57,) — Y. + EZF.) — Z.| 

= E|E(Q.IHS, — Zal 

« EIZ.— Z.|. 
由 于 HimE12.| 一 0, 于 是 有 

lim Sup E| EX, | S7.) ~ X.| = 0. 
这 就 证 明了 了 (2) 成立. 
《3) X — (QC, € N) 是 可 积 适应 随机 变量 序列 , 则 

lim sup ECX. | 7) 一 X.| = €,a.e. HE 要 条 件 是 elim 
suplEQC [Z7 一 Xl = Oae. 现 设 和 为 极限 蒜 ， 则 
{sup [ECX | 9.) — Xl jeer 本 性 收 伍 于 0, 由 第 一 章 的 定理 4.4 
与 定理 4. 3 知 {sup [ECX。 157) — Xul jser 依 概率 收 倒 于 0, 即 Ye 
0,5 | 

limP sup | ECX 57.) — X,|26)—0, 
从 而 ,对 任意 > 0, 必 存在 正 整 数 ,使 对 每 — n I pof 

PCsup [ECX |7) 一 O S 
Bil X & Mil. 
(4) EX — (X, .,n € N) EMil, WHEE e> 0, Z£TETE 
整数 p, 使 对 每 一 » 法 Bv 
P< sup |ECX, Fo- XI) 
TE HEE 1> pA 
PQECGX,]57,) — X,| 0 e) 6, 

Billim supPCLECX, |F.) — X, |> e) = 0, RREH T 五 为 概率 极 
gig. 

00 D EX — (X, nn EN) j& CO EIE Bh ERR 0 2 0, 
FE kE N tfa POCO « 0. ARES 8, X — UXL S uan Z 
k) ERI noo ET H rom kM r (05 n 之 上 上 } 停 时 ， 
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ii Doob 停 时 定理 有 EX 1907.) — X. ,从 而 有 
[ECCL FD = X, | m [EQX, NS) — Klle, 
qué. EXE e 0.78 
PUE [F —X,| 02 OO m PO) 0,7 
i eS PERTE X RC TT A. 
(60 TETTE PRSE LT — fo 63 B EEE HERE E up bh Red 
BEL .这 里 证 明了 略 ， 
和 上 曾 的 讨论 知 CEPBOBIESUEIn TSX A E. 


ARE S AMS M o Cod TEDUM 


PF 
D 


um A . 
PL nm 20x jd 
BOEWRLCOBS HB WB HE BS BUE Mi KERER 


"I 


0X ee 


7 p Bm 


32. SUWFEE AIME SE Ric PE 


列 , 称 和 满足 条 件 (C) GEO. GOD. UDEA X c (CC 
CD. (B) QD RE | IX Id P «oo. V r € TOKsupE|X, | 一 
irlm] 

oo.supE|X.| < ces.limE|X, | « o). 

rev mo9 us 

SIG) (DeB) C). Pj ^ AS £o dee UE Bh n EA 
全 时 通常 使 用 的 条 件 . 三 知 对 实 值 潮 近 靳 而 言 .这 四 个 条 件 是 等 价 
HJ. Yamasaki[23] 指出 ;对 极限 黄 而 言 ,条 件 kCy 与 (D) 不 等 价 . 
首先 ,我 们 讨论 Mil 的 收 租 性 ( 见 [24][25])， 

定理 2.1 Xs {Xn EN) Æ MiS EX; I, 

138 


fM 


e co.wY roc TO 

ub EERIE iA) 不 是 ase MeL 

Ana, = ilim infX,(0 «a «b «lim sup Xm)). 

MAHERE Y a bf PCAGUO > ORI M BRESCIA 0 CO 
Wi IE X, nre Bl of err ente z9 al RETEA iai 
i5 Br BE 

4 n, € N.c 2» 0, TEXTE m 79 n, B (Spr REP AM ARTE 
DDE ,PD > DPA) GEP 08D Bo nien. 
HWpgEC€S..PODOeEDD-U.H 
2 二 afd — PG — ce]. 
3 4 
事实 上 , 简 记 4 = Aan AC EIE: € 2 O Br BETIS A . RR 


xar > 
j 


k> nA € V,BPG/AA)« 六 ,再 由 Mil 的 定义 ,可 设 大 中 
人 够 大 使 得 对 一 切中 之 天 ,有 


Peisup [EC KO) 
PRA 


3 8 
Wp >R BAF A C (lim supX > 5) CU 4X, 6), CU (XL 
"cA "B, 


(2. 1) 


a 


PA U CX, 29 B3 Gn — o), FE, A p HE DEPA 


"HN 
Fc 


+ 1 
一 二 (一 1 的 自然 数 记 为 ,过 pe 


| 


x Tt E Pe, 


pi 
PAA U (X, >b) 
un 
n= p 


3. 
4 


TERREA & p < pmo Len LS i She B = X, 
>b} n A.B; 一 (X, m5) f) AD UJ UC o 53i 一 2,3,.-. 


i WB) 两 两 不 交 , 令 
B = ÜB, = A, N (ÚX: >b). 
故 
t f 
DP) = PA N CJAX, > 69) 
= PA) — PAN UU, D 


= PCGANAD) + PA N 4) — PCAN Ü {X, > 5) 
i=] ' 


= P (ANA) + PAY — PANAD) — PAN UL, >b) 
Pr 


E 8€ 
>P- 
= P(A) — Že 


注意 ,Bi E 多, ,BE F, BCA, HPA) «Ra > ps 


由 于 AC (lim infX, <a) CU (X, « a) WER a, + Gm — DD 
使 


4-10 


PON U UL aD « T 


i64 € qi -- O — D BÉ EROS as 之 9g; 之 … 之 gq; 于 是 ,对 序 
PY p, qux Lg. Mb l] m.jomDTh.45 
C, 一 X, «aj AE, 


C, = GX, « a) NA BI MUS «aD. 
TERMI r 


J 一 2,3. m8. 
WC) 两 两 不 交 , 记 C = UC, — B Y CO UG, c aD. FE, 
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LE 
SR 


DHPC) = PO N (ÜX, <a))) 
j=l ? 


了 了 一 上 


= PR) -- PGN Å X, «aj 


ji 


> PB- 5- 
z> P(B) 2 n 
= P(B) 一 Že, 


4 on = Gas M n — m num aD E F, QPCD) L SPLA), Qo 
LDR mile 


r, 


= (EQUIS) 一 


由 (2.1) 式 得 PCUH,) <5 x 4 BI = BANA, U DISI S 
LABH 两 两 不 交 , 记 B1 =ÙB, B EF, HA 
i=} 1 


i 
IP= PBD 


ic—l 


= POR, N EN Do» 
M n 82)]f0) P» 
PUG: mn HD) ~ PO) 
Ua 


z P B> — PÚ H) — PD) 


> P(A) 一 ie — $ — P(A) 


— (1— P(A) — ie 
Xd m. 


= (EGLI) — X, 
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由 (2. 1) 式 得 PCUR) <E 4C -—BDGOO Kj e t2, 


eun. MCI E S oc —B.H- 
ce» 2PCD = PRN (Uc 1 KOD 
= PO - PPS UC, N Kp). 

h TB CB PUO n Koc «n K».xdm c, 
NKO c oc, C RRC 两 两 不 交 , 故 

POS Uc, N Kip 

PON ÙC, N E» 

= P(B) — POC, NED 


=P) APENA KD 


了 一 上 


= P» S ROC Sec, f) KD 


47d rri 


zx PO — Sur, 十 PCOUK,; ) 
471 
-3 E 
T ped I 
4*7 8 
«T E, 
TR. Sres > PCUCD) > > P(B — e, 


4 
H LiL PE B) Lh. 


- r z — 2 
EX’ BX t Dm 2b T Z 


于 是 有 


dP = Jex. |F, dP zm 28 ZOT APR), D 
M B? 

对 1 所) Km, G Ly =B N CM = BN DL, HF L,€ &,, 

Hc k EE 


— — i 2 
EX |F) xi X, 4 b a H 十 a 


3 


故 
Ix dP 二 Jeo Hg, dP « + 2 S per, 将 上 和 式 对 


1 m j Dm mar M 即 得 
| XP < PE p BNM.) < PT ps » Q5 


比较 (2. 2) 55 (2. 3) ME, €E 


[Xar > 5 SPD. (2.0 
M. 


. 
S E= UMEM €, .MECSU, =F’ EREN D 


DPE = PEN Ü CD « e EG. O RWA ILON, 
立即 得 
jx. IP STEN PGD >A WPA) Te 


AMENT 前 页 论 断 的 正 兢 性, 下面 用 归纳 法 可 求 得 正 整数 列 n, 
二 和 收集 合 序 列 {1Di} 满足 ;{D,} 两 两 不 交 , Pop 一 
PAD g 
也 
M 7 ~ Ča ly Yo o e E 
[xap > sg CgPOn — PADY 3 


D, 


PREZ æ ED-gGe Fao PDD = os EOD, He- 
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全 各， 于 是 由 前 面 的 论断 知 ， FE n9 D, € F, PO) 


PCA) 
rD N D, = Ø, H 


[x. dP zm Ped PA) — LL 


ix gPa]. 


D, 


ET POD U Do = POD APD) cO a4 lobo ,D, U D, 
3 3 


"E P ] 
€ sr, Jem LED EAI D TER ibm cete os > ns fe D. 
"CD uo, UDOnD-QC.H 
^ dxgrzt = ix —PU 


D, 


设 "n; < Hi Mox n, ER Di, Die D, 已 求 出 DID, s D, PPS 


不 相交 且 POOL ,i -1,28À 


[xar zm" EHPA 一 dP (A) 


D 


& r1 
因 UD: € sr. EPOD) = NP < Y ECDL gei e= 


Eri i=l 


PLA) 
PUE :用 前 述 论断 知 ; 在 在 mia > eD € OPD.) < 


"i 
PLA + , 
UD) N Da — E 


* 


- b 1 
X IP $a cl 
| aa iP 3 2 )PCA) ix nP A] 


Dea 


b5— a-]1 7 
T z 一 一 
= — [ZP Ix z CA» ]. 


显然 (Di) 04 z2.3E XV4eBd rF: 


Hy. € Dek — 2.3.0. 
Tw) = . 
o», 其 它 . 
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WjcecT,H 


Z ġ—a l 
22i 3 [P(A — ITPA = o. 


这 样 就 得 到 矛盾 , 故 limX。 a.e. 存在 . 
ZiimX,2— oO t., ë, Tas ar Uu P) —$— 0, 其 中 H, = 
(limX, 二 一 oo). MEE O0 — € «0. EER Qn ,使 得 


sup supPCLECX, IFD) 一 下 ,| 六 D 


m 
< PEE iz. 
对 任意 固定 的 m, Ze m EM FAKE 
POL, «— M D«& 
由 H, 的 定义 知 存在 Im 使 得 
POLMX, <— £M) x 
s 1 
A = (X, — M, H EX MEO |} 
B, = X, <— Sy N An 
W PANAD < GPPAN) < EPB) > PHD = s 
Hc 
| xp = [ax M. aP — [x.ap 
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> MIEP) PG] 


E Heru fi Aa BD E E H 


M, 79 lon 09 my D> maxí(n, ..m,), 


B DAD BAE VB, E AH, 
ko l 
PHD PMH) S x PAH, - A < gis 


i=l 


POH,A, = B.) gei 


| KaR 2 MGP BD PADD ELi 
AR 


4 H, — H, aB WE 


k-i 


POL) Z POL. — g3 2 PH) — De 


Fill 


国定 m; > maxo oom) 到 M; > on; om, WA 


POL, « — MHD X sue 


A, MECN, 0,2 — X, | EI 
B = A NiX, TT- Tje 
RIPUL AD X gP A — B) < aH 
| KAP > MSPB) — PAD. 
IB ERE REGE ICH, ms Mion A BO EA 
PBO 2 PULBO) ZPO ~ Y i> $ 4E. 
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HT 


于 是 $P) PO 2A4IRINAS 
now € A, — Bri zm ], 
w, HE. 
Wr ET H EX; Ince = co ,这 就 得 到 矛盾 rim X, > 00 a. 


el. 


riw} = 


推论 2.2 X = (XoF n E N) Æ Mil (EGO, 
limX, a.e, FE HER. 

bo dDEPRTOIADUmX.ae FE HlimX, >— co a.e.. 再 
EERE X — {Xoan € N) Æ Mi, — X —(— X, un 
€ N) [J Mil, h X WERO 知 EC- X07 Tw eoo, c 
€ T TAM IAS C Xo ) a.e. H lim(— X.) 2 — o a, 


hax: 


E313 X= iX nE = NLAEMIL ARR GD M 
limX, a. e. 存在 且 可 积 . 
证 RGEUXQ Rae 收 敏 , 往 证 imE|X.| = co 由 {XX.} 不 
a.c. MOS TEC a b. 
A = (hm infX, (90 «a «6 « lim supX, (o), 
使 得 PCA) D> 0. 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 a Z9 0, 类 似 于 定理 2.1 中 的 
证 明 我 们 可 证 得 下 而 的 结论 成 立 ， 


4nu€N oce, HE s MEE n n E Dec. nt 
` Te x i 
POD) < — > Rü eed EBES PLEER D 
AG | | 


(b — aYPCA) 

12 | 
为 证 定理 成 立 ， 反复 用 上 述 结 吉 论 ,我 们 可 用 归纳 法 构造 出 具有 下 述 
性 质 的 递增 序列 1 ; 


X, |dP zx 
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当 D,E S, PO 二 和 ,mw 存在 Dae, 


PLA 
P, = C D f1 D, = e. 且 


æ DPA) 
Ta a 
| [XldP > IM 


ml 


现 令 # 实 ni, 对 i 委 志 ,由 上 面 用 归纳 法 构造 出 的 在 不 相交 的 集合 
PCA) 


ux) 满足 D, € A, 4D, 一 P PCD r^ 2i .H 
于 是 ， ian 时 有 
> - — |t — a)PCA) 
E|X, | > Mw. dP zx Ho DE RZ, 


因此 limE|X,| 一 oo, 这 就 得 到 耶 盾 , 故 {X.} a.e. a, H Fatou 
引 理 知 Tim X. 可 积 , 由 此 知 limX, a.e. 有限. 

EM 2.2 dE X — (X,,57,,n € N) 是 可 积 适 应 随机 变量 序 
列 , 若 存在 上 升 的 集合 序列 14,} ,满足 ， 

(DA € FnE N.H UA — n, 

(2) 对 每 一 国定 的 二 后 N, (XL, n zz 8) 为 一 致 可 积 , WIE X 
为 攻 近 一 致 可 积 的 适应 序列 ,显然 rm SERTPRTESS T — SORTE 
性 . 

定理 2.4 X S= {XF nn EN} 为 渐 近 一 致 可 积 的 适应 
序列 , 则 下 到 陈述 等 价 : 

(OD (X, a. e. TRES 

(2) 4X,,57,.n € N) 35 Mil. 

证 (D-40025 ”由 渐 近 一 致 可 积 的 定义 知 :存在 上 升 的 集合 
FINAS HEA, E Sn CN, UA =A BHR- RENEE 
N,.4X, Ii, Gb 下 下 为 一 BOR, FE, Ve 0.4 € N,fh PCADD 
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PF AF EÈ M E R k, (En 了 k} 为 一 致 可 积 香 í UL pae 
nz E) Mil WCS] 
的 定理 20. 这 样 , 存 在 正 整 数 p IZ 二 ,使 对 每 一 站 六 pH 

POup JEX a D — XL, e) 
Bun 
于 是 
PCsup | ECX,|.4],) — X| >e) 
Pagin 7 
E AE sup [ECX da F D — Xa | 22 6) - PCAD 
PETEA 
< 
IR X = X n E N} dX Mil. 
(200 dXX Mil, MWYA 4 EN, (Xa Fank) 


GA Mil RZ EV e> 0,34 p Ik EH na pE 
P( sup LEX, FOL AX 0 xe. 
Pigan 


P sup [EGG IA, |,» — Xda l > €) 
s PÈ sup ]ECE,]. 27, Al l> ose 
X XM, n zd HAR, MATX da} a.e. Ix Lib A 的 任意 
PENHA, E ae. Uk. 
Tu vrie1 £g err. 
EM 13 RX ={X F n E NN} 是 可 积 适应 随机 变量 序 
ALFEX aM CO FE, E 
DEKS, )— X7 «oa.e. 
显然 ,下 PTT ki tE X BERE DR. REGE EF 
Eh. 
定理 2.5 RX ={(X 0 Sane NL EME ETE. EAT 
| XidP «s, c € T WllimX, a e. fée HlimX, >— oo a. 
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证 S Y, = 0,2 = XoY, = SEX al - X] 2, 
SX +Y n m LINZ, n EN) ATHERE AT 
0, 

r= infin € N,Y,., > A), inf) = es, 
Wr € T. H Doob ftf zz EAT (WW, = Zi sun € NY FERLN 
设 = EES (F.n E N) 停 时 , 则 r+ A a ET, 且 


f WidP = | ZedP «M [ xz, YuoaP 


daemon] to onl 二 


<it+ | Xaar <o, 
1 
由 第 二 章 第 一 节 的 定理 1.9 AllimW, = limZ a. e. AS Him 
W,m9-— co、 从 而 在 {tr = œ} LElimz, ae. WAH limz, Tm — o0 
a.e.. Dm 
(supY, < A) C. (limX, 11k H. 22 — ool, 
由 BE REMIR T A E Aim, ae. WAH 
lim X, m— on qg. e. 

推论 2.6 | i X — (X09 nn € No RIDES HS E GE 
(C), MjlimX, a.e. RA BRAR. 

Tomkins (1983) 分 别 给 出 例子 说 明 在 杀 件 (DD}) TIAE E pE PR 
与 终 裔 不 一 定 具 有 ase. MeSETECWL26 D. 下 面 我 们 讨论 概率 极限 
靳 的 依 概 率 收 敦 性 . 

EH 27 (EX —(XS.W..uncN) REIHE EX 
fECCO Wi CX.) RE 9x. 

证 HRR EER Ta 0 使 有 


supP(]ECGX, [57,0 — X127 à e La zm. 


ma, 


| 


& Acc UEOG IS) o XE o XO SEE 0L 则 DPA < 


co, T Æ H Borel 一 Cantelli 3| BUR (X, «57, ,R € N) E, 对 
任意 的 子 列 ono. UC, LS, k € N) 仍 是 概率 极限 蒜 , 由 上 而 的 
证 明知 存在 子 列 {m} C. (mu) EIH, «97, 8 € N) 是 一 拟 终 款 
且 满 足 条 件 4C) ,由 推论 2. 5 MlimX, ae. 存在 且 有 限 . 由 [27] 中 
第 二 章 的 定理 3. 8CP. 40) 58 (X,L) HERES B. 

定理 2.8 i$ X — {X oF, nE NY RAEGREULIESR ,满足 条 件 
CD), MX.) FREE (OR. 

证 BAEHR REEE TA Gon) ,使 其 {XX,， 
Fak EN) X Mil. 3E3c E, pite Bep hi ze SL ATEdE T: 94 on) 
使 有 


1 


supP(EQGOG [57,0 — X, | > do c d, 
Pa, * * 2 2 


ALES > 0, 存 在 正 整数 请 ,使 有 


Nace 


top 


k =O. 


FE ai mp A 
PCsup |ECX, 1587, 2 — X, 1 0» €) 
Pm T $ ` 


< PJER 157.) ~ X > 1) 


qoh 


-< 1 
Xue 
gp 


BB OX «57, € N} 98 Mil. (ERFA Gs) C N UL, «5, € 

N) UE BOE REEL, HEERE T9 Gn) C. onu) 使 {X。， 

S, € N} Mil di X WE REO SOL ) 亦 满 是 茶 件 CD)， 

更 满足 条 件 (d), 用 定理 2. 3 知 limX, ase. TEE EUG COGO 依 
推论 29 XS (XQ C NP 是 概率 极限 款 ， 


(OO EE) ATR, MKX L! r8 

(2) EX I^, n € N) —SEBEER LIEUX.) ea. 

EH 2.10. 1X — (X... EN}) 是 浙 近 一 致 可 积 的 适应 
序列 , 则 下 列 陈述 等 价 ; 

COD (X,) feu Sus 

(OD (X,,57,.n € N) RARR. 

证 OO BX F nn € N) XT AL) BÜBIE— SE RJ 


积 ,对 任意 之 0,0 > 0,; 必 可 选取 上 使 得 PA) 21 一 六 ,这 时 
(Anda n R) 仍 依 概率 收 敏 且 一 致 可 积 , 所 以 | 总 ,7 Ann IR) 
ERRER D, HUVE n Z9 b. (BM om n Sm 时 有 


PAEK da 597 — XT |) < 2, 
这 时 有 
PCIEX, |F — X, 0 6) 
S POEOGL, 57, — Xla | 22 €) + PCAD 
« ő, 
Br eO MERER Pn € N) ERREEN. 
0D [NOJUX L7 ,.n € N) RUBCE BER. ELLE EE 
HI € N.UCL, S, Ze &) 仍 是 概率 极限 鞭 , 而 { 开 ,7 n Ze R) 
一 致 可 积 , 由 定理 2. 8 知 {X,14,) 依 概 率 收 敏 ,再 由 在 的 任意 性 知 
1A) HORE CR. 
最 后 , 我 们 讨论 弱 蒜 的 收 北 性 . 弱 蒜 的 概念 是 由 了 
Nelson(1970[28]) 最 先 引 和 人 并 加 以 研究 的 . 
定义 2.4 可 积 随机 变量 序列 {X,,n CON) 称 为 弱 蒜 (或 弱 下 
EH). gi 


ECX, ED = Xn V n Rom. 
OX ECX,[X.) I X,). 
5| 2.141. ib ov Rx 的 任 一 子 c 代 数 ,7 d o 可 测 的 可 
152 , 


HI BE, mE 


积 随机 变量 ,X 是 可 积 荫 机 变量 ,满足 下 列 二 条 件 之 一 : 
D EX) = Y; 


(22 ECX |. ) Zz Y zz 0. 


WS 
Cy | [X — YldP «2 | IX — Y|2P 十 2(EIX| 
TIY 1a iY|ea gx 
GD | (X — YYdP LAEI) — GY)). 
LXI IY isat 
其 中 
Ü elga 
eo qi ' Q «AM oo. 
2 — ALIE zm à, 


证 EG. Q0 的 左边 = | iX — Y|dP 
Eva M 
IXidP- | |IX- YIaP 


Lj 
人 一 中 fo«z|T ESEN 


IX |a P 十 | IX GsgnY MH ouen nu YGsgnY M uc visn |dP 
3 


ll 


1Y} . 
的 右边 =2 |  IX-YIP-XEXI —EYD 
YER I XI A: 
=? f IX ldP +2 Í | X sgnYOLoirien 
ir|—-vo.[Xx [zia EE: 于 只 


— Y écsgnYOoIH avia ldP + 2C | IX |aP 


天 | 一 个 
+ [OX gY ioci | — IY GgnYOIo wien Darp) 
P 
+ RGOXssss| — Yhn DAP). 
n 
但 由 题 设 条 件 知 : 
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LE 


[XldP zm f IY |dP, 
二 ir 1t 


ELM Ap RECO 成 立 ,只 须 证 明 


[IX GgnYOLo rien — Y (sgnY OF cavi |a P 
ü 


*.2 | | XtsgnY Mu res — Y GgnY MF iciiga Id FP 
[EX | x4 


十 ar IX ésgnYOLo:wignl 一 |Y (sgnYOLo.:ivizn Dar 


由 于 YsgnY H iren 是 y 可 测 | 的 随 机 变 量 ,0 xl 
Y tsgnY Ovis zn A. X CsgnY H oxivjgn 是 可 积 随 机 变量 且 满 足 
引 理 的 条 件 (1) RO. 于 是 为 证 上 式 成 立 , 只 要 对 任意 满足 引 理 
Ab X 5 Y.OY«AE 

fix — YjdP x2 f IX — Y |dP + 2c ixiap 一 


~ 
XSA 3 In 


事实 上 ,由 重 等 式 jel a — 2a7 f8 


fiy — X]dP = fer — X» (QX — YDP 
EF] 


ir 


IY |2 P». 


=? | IY -XIdP +2 f (Y — XdP 


DoamXuxYi iK d 


十 fa — Yd. 
a 


BERRE <= A EAYSsis X FE 


f (Y — dP | 2C— DAP < [sc 307 ap 
n 


【 Ai IX od 
一 [axi 一 XodP. 
i ü 


因此 ， 
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PE eg pr 


[ix - via 2 |X- Y a? + z[ixqap 
fF] n 


er! 
一 fa HYP «L2 | |X — YldP + ?| ix iap — 2fYaP. 
ü n 


a IX dat 
ARENA T (OO. FT DEGD. 
GO 的 右边 = A| CO6CX) 一 BY yap 


n 


2A | (EX) - GP + A | (OD — d »4P. 


i|roxa ipa 
AF EER ER SSIEORAE[O.o2Y.E dé 38 E E67. H Jensen 不 
等 式 知 ， 


À | (BX) 一 BY Dd P o0 


IY LA: 
BEBK EGO. R AUE 
(X — YVdP LÀ | (BX) — BY AaP. 
LEAI pA {IY |g} 
事实 上 ， 
A | (BX) — BeYWaP 
PIF Ai 


= | (X? — YOdpP 十 | (24|X| — 4 — YOgP 


HYIS X «ur uv ped xp 
= | (X! — YdP— | CX? — Y*)gP 
iva urtedixin 


二 | CALX] — YIdP 
HY ERA |Æ] 
一 | (CX: — YodP 一 | — €IX| — AYaP 
BELT rie ixi 
由 题 设 条 件 有 
EQU |.) — YE(X I 2 Y*, 


EUX — Y a) = EQX* 一 2XY + YH |) 
x EQX* — Y?) |o ) 


因此 , 
A | (60D — &(Y»4P 
ird 
m (X — YOY'dP 一 f CX| 一 AYdP 
1Y [sen iy [AL [X [9 47 
= (X — YYdP 
[IY [3, 4NX [uz 
十 (— (X — Y)! — (X| — )54P. 
LY Izd. [X [on ut 
出 于 在 集合 {IY 了 | sA lX >44 EIX—YIZIXI 一 | 了 | 次 | 六 | 
m A. 
QX — Y» — (X| — 352P ze 6. 
Ys, [X ] 41 
所 以 
à [ «o0 »eq»apPm | X Yran, 
uva XIEN 


XXSEXEBTT GD. 

定理 2 12 RXS UX,n€ NYEL'T I BEUUE RTT SL, 
若 下 列 二 条 件 之 一 成 立 ， 

O) EQC IX 一 XV» € N. 

(2) ECX,.,|X,.) Z2 X, 22 0.V n € N. 
BZ 8g — AZ 0, 王 列 二 不 等 式 成 立 ， 


q) M | (X, — X, ,YdP xz 24supE|X,i. 
US qq QGEAGM dt ” 


TEDN | IX,-- X, dap y s (GAsupE|X, 2*5 


89 qax "p 


Ua dp 


c^tZsupE|X,|. [H3 X , — 0. 


证 先 证 人, 由 引 理 2. 11 85 GO 41:31 8£— n Z5 1.780 
(OX, — X, dP L ALEDQX,) 一 ED(X, 0). 


£X, aea IX IR 


而 对 = 二 0 这 一 项 , 则 有 
QU — XNAP = f XidP 


(X, SES. XLI DEMEST 


=à | DK AP L AED, 


| 
XHMIEÉm m 0, 将 上 述 不 等 式 对 nr 二 0， les 相 加 得 
> f OX, — KAP LAED OD x 2AE | Xn) 
aT x CEA MX, A 
于 是 ， 


cn 


5 | (X, — RrdP < 2À supELX,l. 


87-9 a[x, EAUX ecl 
下 而 证 (ii)， 由 引 理 2.11 8300 4n:X$ 8 — » 2 0, 有 
| X, — X, uid P x2 (Xa — X, |dP 
Ux uis X, eL IX Ini 
+ EIX. | — EX 4D. 
由 去 中 的 三 角形 不 等 式 , 瑟 :中 的 Cauchy — Schwarz 不等式 及 已 证 
的 G) 得 


(S ix, - X. lar] )* 
ETE nx Capsa 
<A [ Rx lde) 


"T? GqXQ lAa DX, EA 


— 25 G4X,| ~ EIX, a D 


a— ik 


xt GA supE| X, D? + 2supEIHX. |. 


推论 2.13 iX — (X, € NI L'A ESSERE IESET 
8. xp 8E AT 08 


lim sup | IX. — X. ldP = 0. 


1X pg 
uo AATE WEE > 0. TEPA 4) f£ 
IX, 7 XS IP Ee O k), 
HX, DR 

这 与 定理 2. 12 的 (ii) 矛盾 . 这 就 证 明了 推论 2. 13 成 立 . 

推论 2.14 Xs (XC NI EL ARH ME F 
D, jX.) ARRE ar. 

证 f£ e> 0.0 2» 0 使 得 X'supE|X,| < 本 .由 推论 
2.13 M: FÉ m, IF n 79 m Zorn 时 ,有 


iX, — X. |4P « "E 
Xp A) 


X] EE men, E 
PQIX, 一 A a l > E} B x. EAD 


PX, ZO ACE(QX,| ZA isupEIHX, <5, 
于 是 
€ 


POX,— X >o g H +o = ely n D> RI m), 


Bli on € NITE E BOR curati Cauchy FE Jil dg (X, 5n € N) 依 概 
Xam S. bm uEH mE LE. Dor[ 29]. F. Knight 与 D.L. 
Burkholder $4 Slib WEHT L A tig gs Bl (Bos br 2c. 
定理 2.15 RX — (X,.n € N) RES, Un Tu p a o. 
(0D (X, CO ONIL' ros 
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ce us ae 


(2) 存在 可 积 随机 变量 X E 
EC(X|X,) = Xeyne N; 
(3) Xan € N} 一 致 可 积 ， 
证 (00—(OD. X EQ, n € 全 天 收敛 的 极限 , 则 显然 有 


EOX | Xos E Clim X, | X, 
lim ECX, |X, > 


mox 


—AXGNMnceN. 
(2) (3) B IR. CO — CD. 由 (3) 及 推论 2.14 HX, n € NT 依 概 
ANE. BESS GOD DUX. n € NIE! s. 

1974 年 Stout[8 ] J£ HL T — TRAE E 852: JE (TEE BOE T 88 Bk 
ER ae 收敛 的 有 意义 的 结果 .1990 年 甘 师 信 [303 引入 了 广 
X 极限 著 的 概念 ,证 明了 L AR SURRE a.e， 收 敦 于 一 可 
积 随机 变量 , 由 此 得 到 L FER SE Bia ERTE a e cR 
的 ,从 而 对 Stout 提出 的 问题 给 出 了 -~ 个 回 答 ， 


$3 dir Riesz 分 解 


在 下 面 的 儿 节 中 , 令 n Xo $1cBBDESUDIEX XAM JF 
列 的 全 体 . 
E 3.1 称 Riesz ARRI Æ 成 立 , 如 果 对 GA 中 的 每 一 成 
RX S {X n 蕊 NN}, 有 如 下 分 解 : 
X, SY, 十 Zn E 
HPY S on € NY AR mAZ, n.n E Nh cim 
R[zaP-- ov Ae Us. 


A 

显然 . 行 Riesz 分 解 对 AC 成立, 则 对 € 中 的 任 一 成 员 六 一 

CX ET 收效 .因为 EX, = EY, + EZ, = 
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EY, + EZ,— EY.. 

E31 DX — {yn 全) 为 可 积 适 应 随机 变 
量 序 列 , 潢 足 条 件 (8), 则 对 每 -A 守 0, 有 

PGuplX, >g «4 supE|X. | «o. 

(QD) EX = (Kn n’ € N) DATS MEX, er AJ Bi 
sup|EX,| « c. 
reT 

证 OD 对 任意 国定 的 2 € N. 

A, = { sup |Æ] > A} 
Qi 


Xo T. 
Jminit ENA Sn, |UD] 09 A, 24 0 € AL, 
alw} = 
En ` 4 eu C A. 
mMeeT. H 


supE |X| > EIX,| > [1X14 P > aP cAn). 
由 于 A t sup] X.| Z2 A1 fe El Ae nom co $8 
PGuplX, | 23 x- l 3 SapE LX. h. 


(2) InE EHE: p E X 5p EX.) Lit SX EN MEGA 
Hre Tr >m 
| EX, — EX, |. 


若是 任 一 简单 停 时 , 则 EX aa, | < ECmax x IX, | .这样 ， 


[EX,| = LX 十 [xar — fx aP 
2 "m ü 
X E max IX% [D 20m d. 


从 而 
sup [EX] < s Ec max [XL F1 sen. 


定理 3.2 设 入 一 Xn € Ni tyjY-—i4Y,.,..nc N) 
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均 为 可 积 适 应 随机 变量 序列 且 E! 有 界 , 则 

O) X EX. her 5 AUEY. her 是 上 有 界 的 (或 下 有 界 的 》, 则 
IEX, V 了 jey JEX, A You ti Ero GR TÉ RD. 

(D AX SYRER NU, V Y on EN) 与 {KA 
Yoon E N) ERRA. 

证 D RERE: EEX, her S(EYOs:. 是 上 有 界 的 , 则 
(ECGX, V YO). 是 上 有 界 的 ,由 对 称 性 立即 得 其 它 情形 下 的 结 
EYE T, Ra ENa 

fr (XL Z8 0), 


点 = 
En XL 0). 
y JED, 


n(Y. «o0 
Wee € Tt, 
^ [EVP | xar [ var 
n 


Ua. [Y am 
= [xar — J X,dP + frar - | ydP 
ü Yt} Ef US Mi 
X supEX, 十 suplEX, | 一 ~ supEY. 十 supE [Y]. 
XS EE EY. rET 是 上 有 界 的 ， 故 
supECX, V. Y.) «os. 
eT 
20 RLEY, V YS on € ND) Ap SS Z, = X, V 
Y,» € N.W Z, E 57, np H mz 3. 1 NH CEX heor 与 
CY ues IA FES. BEP PERS (OD SEZ, her 是 有 界 的 ,由 渐 
PEI: REDONA ET, Mn TI Tan TE 
T.H 


HT UE 


|EX, ~ EX.| « e. LEY, ^ EY. < e 
X np ct € d.n m my 使 得 涯 UI. ETT 
EZ, EZ, ~ €. 


对 任意 绽 定 的 简单 停 时 = ZR num 


ut 


A — UG YU 


定义 
" wE ÀA, 
F 一 
g.to E A, 
则 o, ETH 
[xar = fZ dP + [X ar. 
A at A 
[xar = [xar + [x.ar. 
A a" A 
从 而 ， 
[zar = [xar + [X aP — [x aP 
at AT H B 
< [zar + e 
a 
FEE, 
[Ear = [zar + [v. aP, 
二 A a 
[Yar = [aP + |r aP, 
D A at 
从 而 、 
[zar = [rar + fy ar — fy. aP, 
A A I A 
x [Z4P + e, 
这 举 ， 


[zar z< [zar 十 2e. |EZ, — EZ. | < 2e. 
n EH 


AX GERE] T iEZ, her daf AH. MA m EZ: er AERX, V Y 
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S..n € N) Raph. 

Hr CX. e57,,n € N) Xl ES X. S, € NY Og WE 
$. PPAR X, A Ye =- G X0 V OC YD 3c e (X, A Yo 
Fan € N3 Jil sh. 

推论 3.3 X = {Xona € NYSE, HesupE|X,| 
«os | j 

OD AATA 14—AV X, YO CAZZ2O BJ Lr 
35-53 Sram Sk. 

(2) supElX.| - 5n, 

C3) supELX, | xL oo0.q.e.. 

Wo O00 NULL XO AANER, BEES 3.2590: (1X1 
= X. V C- X0. ,.n € Nili deg Sl 3.2 rp Y, ua, 
n€ N WAY, S, nc NL A Nem m tes A— OBI 
KMITA A ELA — X2 V 0.597,28 € N), X, 二 一 (X, A 0, 
Fon NGISA XA ALS un EN) ALARAS 

CD 出 已 证 的 人 1) XIX F o’n € NIS P GRR, 
性 用 定理 3.1 的 (2) supE | X. | «oo, 

G) 用 己 证 的 (2) 及 定理 3 1 的 (1) HG) HL. 

定理 3.4 X Sòn’ € NO RE WDIEER En E NJ 
BERET o EXE SII BL (9, C9, n € NL Y, = EX, 18, Bt] 
IY), € N) BER. 

证 iR. SE n € NY, TRHA, RTI, CBE (0, € 
NyVÉSJHERI: —gJÉUCS n € NI 停 时 . 且 

[xar = frar. 
3 a 
对 任意 六 0B (XUL € No VEDI ER UE YER € N RHE 
EF on € N) ARAF ro, RE roo ZR nud 
[x.ar — [xar <e, 


n n 
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rr 


REIR (Zn € N) 有 界 时 cuo, H3É cuo ZR ons AA 
IYi4P. — |Y.4P| = |iXdP — XP | <E, 
[rar - [rario frar] 


HU lim.EY, 存在 县 有 限 WiK o Son € No Zap gh. 

定理 35 dRX—(XSQ58.,2n€N) ZIEL. nk EN) A 
4EREBg S7. € N) 有 界 停 时 序列 令 Y, XQ m kE 
NAHY GZ kE N) Jg Sh PEIER XL Le eon 
€ N) dms. 

证 ”显然 对 每 一 A€ 入,Y, 是 可 积 的 且 Y; 是 名 可 测 的 , 若 o 
EiT uk E N) FEES cR (57,0 € NO) 有 界 停 时 . 由 渐 近 
观 的 定义 知 : 任 给 e 沁 0, 存在 no €. N RER S on E N) AR 
时 rr ,只 要 rr mH 


| car - [xri <e 
A n 


4 te = lime, W c. f G6, n € N) ULL SX au m XL we: 当 
k —> œ), H 
| sup Xaaa lap « [axi vX V e V [5 DAP 

H 


5 


x os 

R HENA EAN o Fok E N) RADER. E dE RTI 
& € NGERE - E.» E N) ELIT P > ETE E 

|[x, sar 一 [Ean [dP « e. 
Bü e.c FI Nj RUE ese! ZA. nor En E 
NN} 有 界 停 时 .因此 

ar = [Ya PI ijs ar 

7 P. 


n 


- [xz ari 和 ap 一 人 dp 
n i 


p 
Hu 
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ge E= 2E, 
RAE T (Y k € N) Rud. 
定理 36 设 对 一 切 nim € NQEDÉ Fn = n A — 4X. 


2a» E Ni BR sep IX, LP « oo, 
EN 

证 出 于 sup IX. x (supă, X- Gof X :为 证 su [X,| 可 

dH, £12 证 supX， 与 inf X, 同时 可 积 ,我 e f]EiuEsup.X, aps , inf X, 
„EN nE N 

up 382451 WERE, € L'' 由 于 X. € DX x surx, RUD. 
有 | supX,dP 一 十 co. LAAC sup X24 SupA (mn 一 eo) [5] ill, 

zB [ee EPI 

n 

由 单调 收 襄 定理 敌 ; 对 每 一 M = 1,2 3ye 必 存 在 7a C N ,使 得 


| sup X,dP > M. 


FEED, 
ü M 


AEG Tay TINNA Dm. X,— sup XQ) A PRSH n € NS 


Nga m, 


一 Fn, brun € N) 有 界 算 时 县 


[xud = E sup Xu P mM, 


REL 


idtó7..» € Ni 有 界 停 时 全 体 为 T.W 
sep| xar = on 


E] 


这 与 定理 3.3 B9 CO FT FE sup X. | 可 积 . 
EE 3.7 (Zo on € N) RER, HI a m € NH 
limE (Z, | 59 „= 0. ae., 


(D "" | V Id P uL os.V my 


n 


n L 
(23 EL, |[57,) — 0. Y ms 
(3 timf 12.147 — 

ETA 
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d 


(4) Z, —-0. a.c. CL), 

(G2 {Zer € T) 一致 可 积 ，. 

证 OD AFiS on € N) JEGESRLXERE m € NB 
定理 3.4 XI: [E (Z, 7 0 457 un Zen) Jéifrur Sh. 再 由 定理 3.6 
知 : 


ES | ECZ, I | d P. «90. 4 m € N). 
nu 
(OD Br mc N lim EZ, E nm Gae LACO 5d 
(ECZ n) n Ze m) 是 一 致 可 积 的 , 故 EXZ, 2 n) 0. 
33 由 于 |ZdP = jez., EdP —— 0 BiZ an E N} 
g 1 
RRB Ailim |2,4P =0. &m€ N, WJ A, = (Zn or € Fn, 
rET 
a 
Ho» filim | Za 一 lim | EZ, 57, 9d P. — 0. Bi il; n TOO om (E 


得 | [Z.P] < 2 ". AE M. Ta inr: 
A 


mm wc A, 
rn = 
n e C An 


显然 pz eT Ri[zzae- fZ ari = i[z.ari <2 > pafz an 
Er] ei A 


J 
n 


- OHEA [Zza P 一 0. 娄 似 地 ,有 |Z 4P >o. Bü [ I2. iP — o. 
5 E 站 


BliZ,-—,.n€ Ni EL AJ RHES. miii 3.3 LZ. ALD 
有 界 的 渐 近 著 . 从 而 -Jim | |Z.j4P = o. 


G) EET ZH AE L'AS SR h EE 2. 4 Zr aie. 收 
i. 
S. X 48 2 知 :7 — 0. MZ, —m 0. a. e. 


(60 XHIBWüeO.JR € N (Er E Term 
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[Iz.laP < e KFZ.) X L' AIDER diei 3.3 A sup LZ. 


«Loo a.g.. WITE A D> O [ES 
IZil V Ut V IZ, EP x; e, 


isuel, 1x4 


| izaar < [iz lan + 


f£, 4 n 
[Zia Id P x ed E = PE 
taup [Z, | 2 AF 
BpiZ..c € T? 一致 可 积 . 

定理 3.8 RX — {Xn nn €. N ) X WIDE i UO] 

(10 X 能 唯一 分 解 成 X. 一 Y, 二 Zn € N, EPY = {Y> 
Saon € N) AR, 一 (Z,,57,.n € N) AERA Z. — oL. 
EN Riesz 4H XT HEIT RRA jy sr. 

D GM OXON L ARRAES, MH Riesz 4P ie Y 亦 为 
L' fiti. 

证 OO 对 每 一 固定 的 mE N ine N, G Xna = 
ECOGX,|57 n) HEM 3. 4 BAX na F n ‘n m) de Wa EL E EE 
3. 6511; [sup X. dP oo. MEM AR Xna e 收 化. 仿 


的 控制 收 敏 定理 知 
EQ MEL) EimE(X, |) An) 


—lhmECGECX, | n) 59,5 


iXGEBERH T Y = (Y..07.,.n € NO) ER, Z,— X,— Yan € N, 
WX, Y. Zn € N.MGN [zar - [xar — [var = 
n P n 


Ix dP - - fy AP 所 以 了 一 4Z, S0, € N) YEA, R Od E 


ne NH 
limEC, |. ,) — limEQX, Fn) — limEQY, |34,) 
-Yy. —-Y,-—0. a.e.. 
HEH 3.7 4 Z, — 0 (L') 
RU WEE— ES X, — Y, + Z, — Y'.— Zaun € NH |Y, 


Yn E N} ^ rw Ati Iv, — Y',|dP ^ 但 f. — 
Er] f 


Y'AP = | PA = Z,laP — Ü, ix dH. 对 每 一 H c N. fiy, 一 
n 


a 
Y'|dP —0. AAW Y, = Yae, ,Z,— Zae Y n€ N. 

(2) 由 已 证 的 (17 9822. 成 立 . 

定理 3.9 XS OG, € N) 为 可 积 适应 随机 变量 序 
到 ,由 下 列 两 条 件 等 价 : 

C) X Andi eh, 

(D lim sup ELECX IS,} — X.| = 0. 

证 O42). i? X, = Y. + ZO € N) X X Eg Riesz 分 
RU X. = Y, + Zyre T, HE 755 limE iZ. | — 0. 又 由 
Sh) Doob 停 时 定理 有 

EJER 2) ~ X| = EJES) ~ Z, 
& E|Z, — Z|, Vc € T, Yee Ta), 
从 而 .lin sup EJEA |S > — X] — 0. 


rẹ T sotir 


(2) OD. 由 于 对 任意 oror c T 
[Xar = [xar] = [EXPP — 
i n a 


[xarı SEJE IF > — X.|. 
n 


M EX. € T» WEE HLA ER. 
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MEILEN mid 


由 定理 3. 9 ar BREA e xr Bh E d ELSE ER. epp EE 
LUIS. 

例 3.10 (Edgar and Sucheston [31] 19775 Xf Ek FE. dk 25 
Riesz 分 解 不 成 立 . 即 存在 极限 革 基 二 {六 ,yn EN} ,区 不 能 分 


RE X= Y, + Zon E NAPY, Sun E N) Auth, jz. dP 一 


0.V A € DS. AT OE Mil BERR IRRA Riesz 分 解 亦 不 成 
X. 

证 ”文献 [31] 证 明了 这 个 结论 . 下 面 我 们 另外 给 出 一 个 简单 
明了 的 例子 说 明 上 述 结 论 成 立 . 取 A — [0,1],s 是 [0,1] 中 的 
Borel s ROP 2S I BUREIRURE UN CO 5, P) RETE I CREE 
数 序 刘 te) (ba) 使 得 b, 2 1, 如 4o0, 但 极限 lim 7 不 存在 (例如 
NE 5, — nol, — C— DY5 con € ND) ERE n € NS 

X, (o) 一 a Ii L0), Y 9 € 0, 

GU, c SC NV XS An XL). 
由 本 童 后 面 即将 证 明 的 引 理 5. 1I X,97,n € N) ARR, 
PI 


EX, = a Lp dP =, yne AN- 


SCOEX MIETTE PTA K un € NT 不 具有 Riesz 分 解 . 
例 3.11 (Tomkins [52],1984) X1 98 AA Riesz 分 解 不 成 
Wo A Bae A AS LE ETS Yn E NI UK 

PO.— 4) = PY. = 0) = B 令 X, = YY eY, 7, e, 


QSYOGe € N. HF EX, s 27l- coo (u œ co), WX — iX, 
an E N RRG Riesz 4k. (0 ECOQX,]58, ,:— 2X, o 3$X,— 
o X,- 0. iH Borel 0 一 1 律 得 
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— G———— P 


P(X, 250. 0.2 = 0. 
Br X AFER EA 1 Ap 08 3825 Riesz 分 解 不 成 立 . 从 而 
ATA Bh 2L IDLZR ERES JE EOE four AE Riesz 分 解 均 不 成 立 . 
定理 3.12 COUE 2E[33]1987. HMA [34719900 对 二 极限 
BRA Riesz 分 解 成 并 . 
王 们 将 在 更 一 般 的 条 件 下 证 明 这 ^ EFE. jX EHE HH. 


Sa BEFA EEEE 
ESTAA REE 


EX4 Hr 县 有 最 做 信 时 性 ,如 时 对 or 中 的 每 一 成 员 
= (X,.7,,n € N) RES iS nn € N) 停 时 = 天 = (XS, 
S n E N) IN GC. 

由 第 二 章 的 定理 3.1 及 条 件 期 望 的 性 质 立即 推 知 ; 拷 类 ,上 
《下 >) RAIRA RAEE ER. 由 本 章 的 定理 3. 5 知 渐 近 拷 类 也 
县 有 最 优 停 时 性 ,关于 其 它 巩 型 序列 是 否 上 共有 最 优 停 时 性 ,我 们 有 

下 面 的 一 些 结 论 . 

定理 4.1 概率 渐 近 黄 类 具有 最 优 停 时 性 . 

我 们 在 更 一 般 的 B 值 情形 来 证 明 这 个 结论 5( 见 第 六 章 的 定理 
1. 9) , 故 这 里 证 明 略 . 

定理 4.2 循序 蒜 类 、 终 蒜 类 、 拟 款 类 均 具 有 最 优 停 时 性 , 

证 证 区 三 4 多 后 和) 是 可 积 适 应 随机 变量 序列 , 令 
0 是 任 一 {他 .,n E N: 停 时 ,注意 到 对 nn 26 08 

EGG, dl on) m Xu H EX, | , Pus 
= Xoro nd [ECX |, 1) — X. don: 

现 设 六 是 循序 对 ,要 使 得 对 某 % € NOR 

E Xeral uuu D) — Ao p» 


C4 L) 
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MEG D RARA ECX,]Io7,.,2 一斑， 或 者 可 所 个 而 由 循序 
Wi zE XL e CLA C, € FP UCO = 1 BAE C, 上 有 
EIX, |o, 1) — X, 
DRA D RAE C, Ed 
EX pau aru n) = Xone no» 
4 AH, on M eaan]. mid D ARRA i n] 
有 


L? 


EUX orn) S artu 33 一 Aon 1i 


A 


PO —C,U loci) WEA C, E S PCUCO - 1 REC 
一 U ien 上 有 
l EX ara| F onta on) = Xan CEP 
这 就 证 明了 大" 一 (X059 onan € NO) IUBE SL 
HADAA: 只 要 EX, |F ua 40 = X... mb d 
EGLI ao o = Xara os ALE 
LEG ab uu p) Æ Asra n? 
CE | |j) 58 X, ud 
现 设 X 为 疼 蒜 .于 是 有 
PEK LL I S Vau ip) A Xo ns Lo) 
X PECX. n 1) 3€ X, io) 
=0 
这 就 让 明了 站 一 {Xan unon € NT AER. 
最 后 ,由 54. D 式 得 
E|ECX.AL I Las a — Xiao ul 
s EJEA EF, DS X, ||. 
FASA S n C Ny EE, M A = Kora ann E N 
i, 定理 证 毕 ， 
4E TE 4.3 极限 默 类 与 概率 极限 轴 类 不 具有 最 优 停 时 性 , HUI 
Ti MEA X = (X..37,.0 € NO REN e H Pec oomo. 
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HE X — (Xans aon E N) 甚至 不 是 概率 极限 蒜 ， 
O Aor € N} 是 概率 空间 (2,257,P》 上 的 独立 事件 序 


FI H PG = 了 P(A 一 0,P(4,) = n m24X =h R, 


= gOXS ÀA on. X,.2 € N. H Borel -- Cantelli 81284. 
lim X, = 0 ae.. 


a omo 


由 独立 性 得 
EX a |F’ O X, [xar 一 X,--0.0n > n — coja e. 
ü 
因此 X 一 (Anti nar EN} ATBOBBR.BEO 
e = infin € N.X, Æ 0). 
RoE T.H Ptio—c)- Ha 1 = >i F, = Xoro Z, = 
"=? 


G7... n EN 下面 我 们 证 明 ， 
V cC (c o3) ,有 sup|ECY,。 [8,5 — YL Co) = oo. 


e M AE. H m,n C N,m en H 5 + 2M. [Hog {o 
-n= 


三 oA 
上 一 他 
区 ,中 的 一 个 愿 P. Td 
EQ, 2,09) = NO EQUI, aO, 


上 一 日 工 上 


由 于 XC 一 站 大 2.0, 因此， 


EC, 09) = M RE sn. x Ba, |.) 
koa—l 
Bed 
. Hq- lpt 
-= ygi E E 
za 3 ` 


È L 1 
CU Ha- o4 
j-2 i 


独立 性 ,对 每 一 M > Omen € N.m I n Fi 


d 
ope L o] 
EO p [7an E y y >M. 


到 一 下 一 六 


由 于 Y.) = 0, 因 此 ， 
sup | ECY, |.) 一 了 ,| = %. 
RAIER T (Y. Son € N) 不 是 概率 极限 黄 ， 
定理 4.4 L 极限 鞭 类 不 具有 最 优 停 时 性 ， 
证 WiA.4c€cN)BE-—RnTuqddasep BP» = 


PA = Q,PCA D = Leu mm. 


X. = nf,.L, 一 SXS A etm Aen c N, 
WEE men € Nym n 
E|ECX,|37,.) A S EX] + EIX.| 


1 1 
—a t tO n = n > co). 


BIX s= Xon E N) Y L ERR, S 
g = iniia € N,N, 70), 
HocTRH 
[二 ae LM | KadP 


íi t 


的 


一 SiPlte 一 了 DA: 
n 


= PRANK A o OA NAD 


i—i 


MS laa l yl, wl 
Dias pA- gea- gA rt y 
id 1 
=X ina- hpx 
由 于 O- -boy G o APA. 
一 人 pA 
XGd4P S LN bo ssa 
mo 全 了 Do H œ), 
" pane 
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HER 3.125]: X* — (X, Mun e N) m LAE. 

SE X. 4.2 Cn 如 果 对 e 中 的 每 一 成 员 
X 一 Hn € Nj) R8 — UU, € NY BLB i Pep E dj 
n4. X ey y CN) ARE 

"e A ow 具有 可 选 采样 性 由 se^ 具 有 最 优 停 时 性 , 反 
Gp OU 不 具有 最 优 停 时 性 , 则 cT 不 其 有 可 选 采 样 性 , LARA 
X WT bo IC REC 性 ,由 定理 4.3 及 定理 4.4 知 ; 极 限 
TUS PERRE PA LL! SER BESSER Bo n ee Ben. 

定理 4.5 MRKAR RDYCEREE 

WO RX =X’ E N) EM, S 

D, — X, — X, ON.) = 0,587. , — UP 


因为 {XK 一 B EDZ 0 V aun € N) BR O18 7. 4 dig 
推论 4 知 :对 每 一 有 界 停 时 o, 有 
EGX, — X,)| 58, ) = EON EOS, OLA) Elen) b, 


Win) 是 单调 上 Asus, a E NI 有 界 停 时 列 , 对 每 一 hE NA 
于 是 由 (4.2) 式 得 
EJ|ECOGX? LE 1? T Xr Mis posi 


= EJE I ECD, F; LFO UE 
p5] 
& ECE(CC S) JEDI, DPA. 


pr + 1 
TR Q.—! 


-m H8.) 


— EC D EDIS, Ds, m 
ERREA 边 对 n 求 和 ,加 对 每 -EN,. 有 


à 


EJE F O Ni G EC ND JED], Dj) 
um 151 
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DEIECX? 71.) — X? 
OE M, [EGIT 


s BEJE, F, | «oo. 


Tii 85 7T ve BH BI E- Sc JE S Bh 5j UR TE Bh, ROS ST 3G 

fl 4.6 | i2 (Y,.n za) Ir IE EE SLE POL D 
= 4, PY, = 0) =1-— Lo L0D.2X,0.X,-Y, Gm 
2), 57, — e(Y, c YE» m9 1, 有 

UECE, 37, o 26 X, 1) — (Y, o5 Y, aub 
fg PY, 25 0, io.) — 0, BEEA CX, 7, Z5 1) ERR, HE CR 
UECX, a] o 9E X, — (Y, HD 0), 

Hc, = 2.6 ZR ,WIUXL S7. E ZR) TREE o x E RH EROR 
具有 可 选 采 样 性 . 

例 47 — $0, = 5. nZO0.X.— X, — AVHUE XE 
O0. WIUX, on € N) AIRE. G n —0.c n d.n Il. E 
有 

EX, |.) = X. 

但 ECX [57,0 s X, PEAX, an € N) RF de fl Eh ox sk 
HH {RFF MEHN M 先 采 样 性 ， ' 


$5 软 型 序列 的 稳定 性 


Bellow[35][38] 首先 讨论 了 渐 近 寺 的 稳定 答 , 即 什么 样 的 瑞 

数 ik REP GET 3XCLL' G EET ER LX, 变换 为 实 值 荆 ! 

fr ER ER LÉCX 0. 后 来 Gud 37 ). H mfe [24], xt HE f [38] 
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more RAP Roms me 


SAh THER EF a EEA E SERIBUBR MG, CS 
PRERE L E ER SERT ERE TE. iU 
= UR oH R S 连续 ,县 lin: KO s dis IUD qure 
Y = (iR R, ER. | eo Bf. fi) = Ot. 

PR, DCP, 

引 理 5 1 RO= [0,1] 是 [6,1j 中 的 Borel « fCXt P 7 
蒜 页 格 测 度 , {4.} (5.) JETSESESEUE AI E 5, Z6 lb, A 十 20; 对 每 一 
ne NA 
X0 = aua). Y e € D, 
S6, — IX rm XQ 
Wc 

(1) X,—0,a.e. (n — c). 

(2) {XX.} L ER e CS) 是 有 界 序列 ， 


(3) (UX,) 一 致 可 积 6 z —- Q. (2 — oo). 

GOD UX, 57, € N) Xm Bh E Mil, 

CO (57, n € NY 2g L'A SUIS EDI e 2) 是 收 化 序 

sh. 

证 CD HE- eE OIL EEE M> 0, 4ni Mi. 
<v, MT Xo — 0,8 K. Ca — 0. Gim co). 这 就 证 明了 (1) 
Ho. 

(2) 注意 到 对 每 一 n C N, 有 

PA 


EIX = [le epad = n 
D 时 


由 此 立即 知 527 成 立 . 


Go AFE] = del 


Yan E NES oro. X, 00 


BUO —EOTIR Buzz EX) 一 致 可 积 ,由 (1) (8 X, 一 0 (0, 
anle — gx, |o o( — en TET e 0G -> o9). 


(4) 因为 (下 (Xer — X, 55 0) C [0 iv man, MX. 
Fan € NO AHRER BR, E Mil 

(5) 注意 到 EX, = 7^ 立即 知 (5) 成 立 . 

定理 $.2 X= {X on E N) EREA E E 
supIX, | < 00, 则 下 列 两 陈述 等 价 ， 

OD X EAER 

(2) 1X, a.e. WR 

证 于 实 信 浙 近 贞 为 Mi, 由 定理 2. 4 如 (UDC2) 为 显然， 
TODO), WU.) ae. RUP ,由 法 部 引 理 知 | idP « 


x. WME rn c TB rn * 5.8 X. — Y, a.e., Xin EN, 
1X | s sup1X,|, 于 是 ,由 控制 收敛 定理 得 


Ix. dP -> [rap , 
7 J 


G n 


从 EET] 有 
lim Xe = iva. 
rd 
ü i 


这 就 证 明了 六 ERTE. 

定理 5.3. 对 函数 位;R 一 尺 . 下列 两 陈述 等 价 ， 

(D 6 € 9. 

(25 fü; X — 4X,.S7,..n C NI dE L'A An MGA a) 
S. m ON) EIS WES. 

证 (DO. KINEM [Pig ise CP» 成 立即 可 . 

(PI HEX G € e. fr zt dE PES L A SR ELE TE INL. 
(COLO d L' fist ian w. 
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EATER DAO a MD S a 


FELA GERY. iG cou Xo EEL 8m 
ER. G G) 9 GG) GO), (Y » € R) MG € 6. HGX.) 
— GL --GNQO 2€ N TEGAN EL E FAATAA 
充 要 茶 件 是 {GX,)} A L E AAS, HE 3.5 知 {X71 与 
XL) EDS L'AS HÉGIER HL 

GA) = GUCX; t C467 X, ) 
—-GQX:)2 GAX, h” Vn€ N 
EHG e)s Gi r), Y ER. 显然 ,GY € PB, TEIG OO% 
L EIDEM. FIED R. SGED, XEL ATHE m 


近 扶 ,不 失 -- 般 性 ,可 设 G(0) = 0 lim £52 ~ o casi. 4 Ho 
co 


= GG) —G(C0) — ax. Y r € R. a = lim = ;用 如 代替 G 妈 可 ， 


因为 H € B,H(0) = 0,lim Hen = 0, H(X = GOCO — C0) 
一 aX,.X n € N. MiG GA O 3g L! A SE ren Te SEE PE 
IHOX D) L'A RE ARE. 
出 定理 3.1 的 (2) 知 存 在 M — 0, 使 得 

[xar x MrTICT. 
Fý Mi ,由 定理 2.4 知 存 在 渭 机 变量 X2 及 零 概 集 A. 
使 得 

lim X, Ca?) = X nlo), V oc As 

HEE € 29 0. ARRIR £ > 0 使 得 


= k> G] x 


< 5 


PUB.) SPX. — £)— 0. 
对 每 一 4 EN, E 
U, = Xx. V, = Xd xxn 
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+ 


Wi X, =U, HVH, GX D = GU +ECO). MPA. UB.) = 
0, RJE- w C A. U Buo X Co ec b UD FERE nU, (o) 
= AGO) LÀ. dp X29) z— &. REAS KGJ n Xto) 0 6. PE 
U, Cu) = 0. BEER. 3E € A, U Bas AR linU, Co) 存在 ;显然 ,对 
每 -u E N.U, RE SU, TWA OSU, x; à, 及 是 连续 的 ,从 而 
GON 是 一 致 有 界 的 .由 定理 52 SH(CQUL Rp S5. TR. 
REH egon € N o,r € To.rlm uw. 有 


EGW - EGUAL T 


RP. S AA EO DV XE IGQOI x aureo Vn€N, 
因此 、 
. E o Èo 
Ev, | X 3MV* A 3y ^ev r c T 
M. 


E|G(C/.| x: <$ -YrerT, 
TE. Ho.r € TOS 时 .有 
|EGCX,.) — EGCX, YI 

LEGGI. — EGQ,)| + [EGVV > — EGQ | 
ix ub] p CO A6 LG ye. 

(2) CD. 12 C22 MESE - rH FERUTA S S EE BRL VL AE Se E d 
AT F ye 33.18 E 8C FETE fka PE Gs 可 以 假定 

G G 

GO 一 0. 我 们 只 证 明 lim O 存在 且 有 限 .lim CO 存在 ,有 


E 
Su 


限 类 似 证 时 ,采用 反 证 法 证 明 ， 设 "lim £&2 ) 存在 且 有 限 ” 不 成 立 ， 
岂 只 可 能 有 以 下 两 情形 : 


1. -= 0 < a = lim K2 < m2 ~ 


B Eu CE. 


EEIE Aa. OAM cl S e 


2. lim CC? gef C CO (uo erg) WEFR — e). 


g--ne 


取 概率 空间 (0 J.P) 如 同 引 理 5.1; 洁 看 情形 L y, 09 1. 
y, 5 oo. fi (S 


Gy x B GG. »" 
Yan " Yin 1 


Be 
A, Cw) = Yaja das Cw), C c Qn E N). 
MEC) — Gey TL G0, V e € Q.V n € N. Xf a = b, 


= y BR a, = GCGy 2,5, — yon € N., H495| PES. 199 RE L' A 
FANER, (GOGO) Æ L' 有 界 的 ,但 它 不 是 浙 近 抽 , 这 与 题 设 相 


了 矛盾 ,再 看 情形 2, 又 有 以 下 四 种 情况 : 


2.1 lim Su 一 


上 


由 归 顷 法 可 构造 出 一 个 实数 序列 tr )， zT]. x * o, tE 
Hne N.H 


GG V vri GG) 
zo 及 zo «Ll 
een? x AORA EA Le CIT ER TS 
BTE: 一 一 - 在 区 间 [ryaxs ,上 是 单调 递减 的 . 故 可 找到 
序列 Le Tk zi tE 
GCE) =9 及 G Egr iJ =]. 
Yia Mes | 
于 是 ,对 一 切 n € NR 
xs 0 Pxs 2 02 
no GO) ^g 
A 
Xa) 00 248) 21 
Yaa | 7 GE, i in 2 


€ Alw) = tatimi Can. Y w € Üa ECEN. M) GiX, 一 
Giao dlw) Yo cnan CN. ER a= rab, — o a HEE en 
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= G(X, sh = y, RW H3ISE 5.1 480X,) Æ L ARAS., m 
(G(X D) E L A RA BAERE SR xx to x E, 


由 归纳 法 可 移 洁 出 一 实数 序列 {z,} ,2 > 1,z, 个 o0. 使 得 对 每 
—n E N.H 


G (Cr, } G(x) 


— =i — 
2 及 二 > 一 
于 是 可 找到 序列 (jz 之 xa s E 
GG) END GG. 1 一 -1 


Vita Misi 
4 X, (w) = xau, w E Qn € NPE (X) 为 L 有 界 渐 


EA, GAD) J& L' A EU UPER S ox te E39 T E- 


2.3 lim Cer) 一 co, 
re 2 
刚 lim eun) 一 一 oo. 这 就 化 为 情况 2. 2. 


24 dm e Les. 


WO Tm E = oo. 就 化 为 情况 2. 1. RAENT GO (D. 
定理 证 毕 ， 

定理 5.4[38] | EC C D. URHE- L'A FHBDCESDITBLUX,. 
X. € N AGAD E. C N) E L B AREKE. G AiE 
SEXES iO AES. 

证 ”由 于 二 有 界 适 应 序列 {X,} EARNE DE 
ATE SX, 均 为 概率 渐 近 著 ( 见 [19j 的 定理 10.1100. XAF E 
理 5.3 的 讨论 .我 们 只 须 证 明 : 对 任意 C € O.(TXRE RI) L' f NE 
HESS EE INL GCO E L A VOCARE PE ORA FEET 


C) 一 


REC 一 0 以 及 tm Se o. 
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由 于 {XX.} d L'US FHSUEWDIEER BTE X. € L, 
HX —X..ae.Vec0,nERIOdEG r k, E 
leel <E 或 者 c Ex «D C0r) — Er. 

E 
POM. — k) = 90. 
$ U,— Aa Vs = Xo sa W 
X, =U, +V, H GE) — GG.) + GV). 
由 [38] 的 引 理 2 知 {0,} RE (V. EDI RENER BL a.e Und. 由 C 
的 连续 性 ,不 妨 设 在 [0,£] 上 ,1Gtz)| s a GOUO 是 一 致 有 界 
HATRA). E GU.) a.e. 收 策 ,由 [39] 的 定理 2.8 知 
GO.) f s vr gh. 
而 V.(e) 或 者 等 于 0 或 者 大 于 等 于 站, 故 有 
一 EV, K GVO s V, 
从 而 = LX GQOOsW. (eT) 
一 eECV,[57,) x; EQGQO | 9.) « eEQV |,) 
(r0 € T.r >o) 
于 是 — eCECV,|.597, — V.) - 2«V, 
SEGO DLF) — GO 
K eCECV,]57,) — V.) H 2eV, 
RE LEGOS LAD — GVO S eE | 37, y, 
+ 3eV, 
HF Y,a. e. AFV. = XI sudtHV. € LV 870, 


B M> 0, EPO 0 M «i. 河 叶 果 洛 夫 定 理 知 可 取 AE ^, 


PA) « Č WEGE Q — A EV, —Sulcb Vo PERE noh 
nmn. Rl. 
[V,Co) - V. Qon | zz 1. € Q — (V. o M? UA). 
注意 POV SM UDS FEND nl. 
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V.Go) s 1 o- V. Go) s; 1 2- Mo € Q — (IV. 2 M^ U AD. 
Hec D 2, lj 
PQV, 2 8) SPV DS M 4 D xL POGVL >M UDZS 
BP (eV En Y e- 0.n— o2 — 0. 8138] 的 引 
理 3 GOL 是 概率 新 近 靳 ,从 而 {GLX)) m 3 Ye rc DR. MA 
E|GCGX | si EIJGQU,» | + EGY, | 
A eEV, 
ED4 d esupE|X,] « oo 
这 就 证 明了 {G(X} 是 L ARAS. E TAUF FU RES CEPI 8 
EE RETI, A T ERI G 必 是 连续 的 . 

定理 5S RCEP WA 

(1) X = (X55, € NL 为 一 致 可 积 的 Bg, 
(GGG) ,六 ,on € N) 为 一 致 可 积 L^ egg go. 

(D) PX — {六 on € N) 为 一 致 可 积 ( 或 渐 近 一 致 可 积 》 
的 概率 极限 击 , 则 {GCX,) 157, €. No) 为 一 致 可 积 (或 渐 近 一 臻 
可 积 ) 的 概率 报 限 鞭 . 

(3) 共有 一 1 人) 为 一 致 可 积 ( 或 浙 近 一 致 可 积 》 
的 Mil. MHG, J € Ni og Son RR Ct tir — gt RES f 
Mil. 

GD 3$ X — {Kon € N) M EREE A3 ER ER ox 
MiP. WIIGCX D 57, C N) WAPE PRE Ma Mil). 
AR C 的 连续 性 对 定理 成 立 是 必要 的 ， 

证 不 和 失 一 般 性 ,不 妨 设 避 (0) 一 0. 我 们 先 证 明 ; 若 {XX， 

Sx TARL UGO, O} 一 致 可 积 . SEE (COLO HL! 有 界 , 由 于 del -> 
veo. C7) = OGO TETTE KL 2» 0.fii8 Ee| > KHA Gi)! 
< Lle l EL K.K].E.|GGO | x Me. Wat p - » € Nol 

五 | 各 (和 | = 


IGX D |d P. 十 | [OR dP 
EAT ZA : XL bM. 


< LE|X,| ZM LsapE|X,] 
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T4E.supE[CCOX | « eo. dE V e > 0, HFX) 一 致 可 积 , 可 
Ht a.c K, A 
IX, |dP < zy p YneN. 


iK, dau 


设 在 [一 d, ds 上 ， [GG | <M, iS = supE|G(X,9) | oo0, 若 a 
> 2MS«e ', M 
(G(X D |d P = | [CCX,) |dP 


DICA TER eon d sd EX, Ea 


+ (GKD |dP 


HOC ose UE, Eomae! 
« MPGGULO| 4 +L f IX. ldP 
f£1X, 1725 i 


« MS 


HLX IENEN. 


这 就 表明 {G(X,)) 一 致 可 积 . 
FAAEA.) PE xp. W (CL) 亦 渐 近 一 致 可 
: 由 假设 .存在 上 升 集合 序列 (44.) 满足 ta) A, € X.» EN. 
(b) UA, = = Q. EXE 8E [BERI & € NIU Lu n Ze & 为 一 致 可 
A, K FAT TIEG Ma n Z8 86) 一致 可 积 , 这 表明 {GLX ) 为 
HNE- RDELSRUgI39 11658 x9 3. 1 的 推论 及 [40] 的 定理 1 与 
[41) 的 定理 1 的 推论 1 立即 知 (1) 与 (2) 成 立 . 利用 定理 2. 3 及 
[41] 的 定理 5 立即 知 (3) 成 立 . 
最 后 证 (4). 设立 为 满足 茶 件 (8) 的 极限 靳 , 则 存在 天。 € L'. 
HEX ,—X.a. c. BFO, G, --GOX OD. (i 


>). 


设 e| DER [G| < Liz Ñ [x] SERICO | x ee 
ul 
E|GOXO| 一 E|GCX Ox, zal 十 EGGX Hax] 


< P(N | SK) + LEIX.| 
WE supE|X, | 4 LsupE|X.| «oo. 
PEGO ilii E CECBO. d[39]8358 2. 8 DR (GCXO) 是 概率 
HE EA. dO RE HEEL Rk MID. 这 就 证 明了 4) 成 立 , 因 常数 序列 为 
概率 渐 近 赫 ( 或 瑟 ' 极限 贡 .或 Mil, 或 概率 极限 黄 ) 的 充 要 条 件 是 该 
序列 收 仇 ,由 此 推 知 GOO 必 连 续 . 
定理 5.6 设 G:R 一 上 满足 菜 件 : 
(D 连续 ， 
(2) 34 c — coo ht, Gi = olr). 
则 对 任 一 上 ' AFA MIX, 7,8 € NILGOXO n E N) E 
L 有 界 的 MAL 
证 明 不 难 , 从 略 . 


86 。 款 型 序列 的 变换 性 


设 Y = V, F n € NY AHDWBHEX[. SES Xopv Hagae 
VE UMS ppg SET LIA X = (X, ,n € NYXXCEV B8 
变换 

Y., = MV, = As Qon ZO. = 0) 


a 


满足 人 1) 了 了 == {Yn € NV (53k oe pma. 

(2) EAL AFA .xetsup|V,| « os3 EY. ac. It 

我 们 知道 : 若 n7 RAD ER ARE GU pAR7T NAX—IX. 
Aon ENRE V s V on G N) MER dEH RE. B 
有 变换 性 . 

Alloin €M[13]) EAA T (l6 FF ER ELE He RETE. e A a d) 
成 立 :但 (23 不成立, l 


8)61 SA —0.X,- SC OIF 'amdevx,— 


g(XS Ain sA, e Ex, WX = XS Lune NIME. S V, 
—0,V,—(—1! LE&ZLXXTVEScgY, = AVAX 一 
k- | 


X, 0 — I6" HUE Y, m coia o o0). BHY, S n € NY A 


k> l 


HEM, EE SEC ERE Ai Bir pa Jc iorum Bt. ERR 
DWM AFRI L SREEBUSDARRUR TER TE. 


-> - ecl 
& 入 i 一 0. 及 ,一 De 


SFan€ N) 为 一 set itia. BY. 0 0,V, =k, Rl TĒ, 
X RFV MARAN = 0Y, — D p WY = Yn E N) 
AE TEL B Lx LUE E — B T TE TDI YCR BL EHHE. 但 是 . 当 
= {Vn N) 一致 有 界 时 ,好 存 在 常数 CC, 使 得 V, | zc 
a.e, (V n € ND, PIER XE Pv EUERUSU RA, 下 面 的 定理 表明 
TUER X = 12 和 六 关于 任 一 可 预报 序列 Y = VIO 
€ Ni 的 变换 了 5 o NVX 一 X. D 对 于 (2) 总 是 成 立 的 . 
定理 6.2 iE X — {X nn E N ALEMA = 
nnn € N) 为 任 一 可 预报 序列 , 则 六 - Dx 一 Xe 
在 $8 isup |V| < o5) ]ha.e. A. 
证 $D =X, — X, 8l e — EOS, Qu € NN 


S7 — SCXS XS XUI A — LX. 


N Di e), € N) RE LU FER, d TL ERAS ox C 


)—n 


S, Ele] < oo. 从 而 


asi 


SJE |e] « oo a.e. (6. 12 


是 一 是 


出 第 二 章 的 定理 S8 知 在 集合 tsup1Y。| «o EVO, — e) 


k> 
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a.e. Urt. X dice. 1» 式 知 在 集合 {sup IV. « o) EM Ve | < 
" 下 一 让 


Pos d. 由 此 立即 得 知 在 集合 {sup iV, | «093 E 2 ViDi a. e. 收 


8x. 


$7 蒜 型 序列 的 平方 可 和 性 
及 局 部 收敛 性 


P RAFAT, EUG Se 中 每 一 成 员 刁 一 《其 gi 


站 人 有 了 (有 -以 eo ae ,GiUP X ,— 0. Bp Z 


右 界 车 类 具有 平方 可 和 性. 
定理 7.1 L 有 界 拟 鞭 类 共有 平方 可 和 性 . 
证 RX = NX, n C NL GAMS, 令 


D, = X, UU X. ae EOD, S. DAC CD — e dnm N? 


Jé L' AIE a Austin (ZR E CHS LL EUGEXES. D S OD, eY 


"—ü 


xo ases. BERT B SCRI E de < ss 从 而 > del] os 


xcü 


u. er. FE` e TIED n e Ke, — 0 a.e. , [Fi suple | e o2 u. 
at 


下 一 由 


e. . 由 第 二 竟 的 定理 5.802) 40 S eD — e aie. 收 训 ,因此 立 


aoi 


B SER s 


NM (X,— X, 1 一 NOx m OD g 


aT 


Alloin WEIN T ff Fk BEC 3E; RISO PECW [13 D. Tomkins 于 
1983 年 指出 终 扶 不 共有 平方 可 和 性 ( 见 [26]). 下 面 的 例子 表明 渐 
近 款 木 具 有 平方 可 和 性 . 

87.2; iEX,—0,X,— 5 (— Dt 4 t E Lr I IQ 


k=1 


fia S LKX An € N) ABR R Ae. a 
Ya, -X D =l} i He = oo, 
Bl irm qe BOE 3-7; aE. 
由 i-e np Ap HEAE WEIT PR. BE REED Mi LL, BERE RIS CREAR: 
FR BEER RUE 7r HD ROTE. 
定理 7.3 WX — (X. un € N) Om BGERNUJT Pl , 若 满足 
ak ft CC) , 则 


isup |X, | < ee. 2 | ECX, 57, UT X. i| s oa} 
at n= 
T {X — Xa ao. 
严 一 用 


证 Y.-X.— D EAJ, 0 — DWY, un 


k= 
€ N) RE EESORUEBS ST a > 0.02 0, 
r= mijn € N, JX | >a} 
o = infin € N, S EX a) — Xi, |] 29 5. 


Wb cec TH L-r:AsRAnme€N.Wiusc NICT.U., 
eu E N) Dg. 


E|Y. |  ECO] EGGS, 0 — Xi D 
=i 


十 了 caua) H 4X5] 


&—ü 
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Katit DEX |I usin 
二 一 和 


xb f IX dP «oo, V n € N. 


aee] 


WisupE|Y. | < 2o, HRA FA TAEL — SERE HE 5.7) 知 ， 


DY —Yot«xe,.| 


n+ 


H TE R e sup] XL] S a, DERAZ) — Xal x E 
D Y,a — YO! « co 由 ai 的 任意 性 立即 知 : 


(supIX,| < ee, Dy EX, |, — XL] < oo). 


COL, — YO! « oo). 
又 因为 
(NS EX, FEL 一 和 ud o) 


eoi 


TCAD ER, EE, — X, 0! o, 


于 是 由 
DR R= DY Y,a H EJS) — X, 9)! 
n=D noi 


< 25. — Y, 十 D EJ 1) — X, 41] 
a= ucl 
知 定理 成 立 . 
推论 7.4 RISA nE NI 是 氢 终 蒜 , 若 满足 条 件 


(C) RIS (QC X, < es, aie, 


s—0 


2l een UAE RR am 
COO DAMM IRR: pp DE APRIRE pt 


证 “由 拟 终 革 的 定义 知 YY LECX S, 0 — X, ud eoo, a. 
<. .再 由 推论 3.6 Alim, a. e. 存在 且 有 限 . 从 而 ,sup LX] < ca， 
a.e., 由 定理 了 .3 立即 知 y x, — X, Oi < oo ae. 


定理 7.5 dE X — {Kw 总 ,on € NJ) 是 拟 终 靳 ,满足 条 人 忻 
(CV = (VV 名 ,yn € NY 为 任 一 可 预报 序列 , 则 及 美 于 VY 的 变换 


SV, 一 X. DEES isup V] < ce) E a. e. Vct. 
k=0 a 
证 对 性 意 的 4 六 0, 令 DD; —X,— X, 4B 


ai 


r= infla € N, X |E, |Z) |> a}, 


4-0 
t, -— oC À n.n € N, 
id 


Y,— X. 一 BjEQ S Lm €N, 


=ù 


WY, n € Ni BRER e € T8 


" rg 
[dars f Xade [| Magos old 


Loe! aud demum ET 


x Í IX. |d P + a mos. 
IrÁAGeloeg . 
故 蒜 他 sn c NI gA ERIO, M TT a RR AK FCD CN, 
[42/D. 于 是 由 第 二 童 的 定理 5. 82) 知 


tsuply « oo) C IN — Y, D lt). 


X [HX € (DIED, 0| x oe Lb Y. — X, — 
MEX, 7, | 所 应 


更 一 小 
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(sup |V. | < oo， S EC, 有。 所 


= 


{Dy EVR — X.) = VED, 5, 2) ] RIO), 


下 由 4 的 任意 性 及 拟 终 靳 的 定义 知 本 定理 成 立 . 
下 面 讨论 摧 型 序列 的 局 部 收 化 性 ( 见 [43])， 


定理 7.6 RX=iX = S De, € N) 为 渐 近 团 , 若 对 
任意 停 时 ,满足 YaE N, 有 
EC Dilo) < DED on), 
则 7 BE 
osa, D « es) CU, e 


PEE 


EO RRR RETIE D, = 0, 对 每 一 固定 的 ^>> og 


c, — infin € N, niae DRAN 


&£—ü 


约定 infC — oo. V] c dC, € N) BEI. i rr eT RE 
定理 ( 见 定 理 3. 5) 40 (XL ALS. aueh € NO. HAM, E 


Xn 一 > Diss . 


于 是 ,由 假设 有 
EX, Y5 EC Dl se) 


=ü 


x P EOXI D 


bcn 


S EEEGH Lui E. 0] 


Ron 


E[ S) EDIS as 


i—tü 
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n^ 


= ELN E(P F 1))) 


k=l 


再 利用 [a] sat t MA 

E|X...| S EO, Y LSA+, 
AisupE| Xaaa] < oc. (B L' 有 界 的 渐 近 对 ale. WrSR EDRREL, nx 
ARAM QET 一 oa] Elim¥, a. e, TEER, MAT 


(NEH, D < ol C (C). 
ko bE PHIR TERR ERATE. 
«E PEU EE. 
& EXE n ep 3r BIRERBS AS — 3e tsm 4.6 第 一 个 结论 , 即 ， 
推论 7.7 Xs (X= D DeF, n € N) ARN 


{SIECDIH I, 0 < 99) C X). 
证 注意 到 款 是 浙 近 或 且 鞭 差 序列 是 真 交 的 ,从 而 定理 中 的 
Ac PE Phil EL dic SEDE 7.6 立即 知 推论 成 立 . 
定理 7.8 dRX-—14X,— D Den E N) REEM, x 


Riesz 分 解 ( 见 定理 3.8) YX, — Y, + Zan € NL RYG 与 2 的 
a p gl 4p SS 1D 5j |D,ODO X E (e 是 一 正 实 数 序列 
81x 4x 2. 0 0.8 
LS ECID |H F D x eo D EUZ, 1); Leo] 
C iX... 
证 HOEE OI E RDE 
PAID Ze a) 


Sc AEC D "anea F) 
{ELD AF), 
其 次 ， 
{ECD D inia F 1)| 
= JED S; 1) — EDI anis DI 
= IEGOXOD FD = ED lF: 1)| 
g EQDXGD | 57, 1) d- EQ ID ioia lé 
< [EOXGO 57; DHe ^ECGDIVF |, 1) 
x [EG(GSC2 565,1 + EOD. EF), 
最 后 ， . . 
Os EGDH apaga 157,3 一 EDn lF DF 
SEW paca | 1) 
se ^ECQDU? |F) 
s cEC[D;|^ F a) 
“于 是 由 第 二 章 的 定理 4.8450. 
(sap ri D < c NE anis, 0| x9] 


c { OP ID; | ZR cl 1) x eo, BIEOo ca 55, 0 WC. 
i- i-a 


LED is ical, 9 — ED ló0 X] « o) 


Fj 
C (X, =}. 


由 上 上 面 定理 可 立即 推 得 第 二 童 推论 4. 9. 
推论 7.9 EX={X,= DD, n EN) EMIL 


P0 


2.0 


acd 


(DEUD AAA, m eo) C (X). 


定理 7.10 EX — (X.— DD € Ni 是 可 积 适 应 序 
列 . 设 正 实数 序列 {p WE O5 14€ N,.Bl] 
(EAD. papir, co) C (X, o). 


这 个 定理 的 证 明 与 定理 7. 8 的 证 明 类 似 , 丰 证明 上 略 ， 
出 生理 7.8 及 定理 7.10 立 邯 得 下 面 推 论 . 


推论 7.11 GX—IX,— DD, none N) DAER, AA 
r—ü 
SERLO «T p ox 2D] 


{SI ECD ^|, D < oo SL EGOJ, 1) |< 


下 一 


vx 


C (X, >h 
定理 7.12 dEX—i(X,— D Dn E N) AERX, 


= Y. Zon E N HH Riesz 分 解 ,{Y,) 5 0.) E938 HP SUA 92 
DOO) FDO QU, F n E N) AER R UF A Uo? dé 
EMBEE. P 2a EN 
(NU, E o». Mn TED |A. eon. 


n-6 


SEU, GO 597, D| «& 99 C (X, m). 


证 Ei ENG 
Y, = [EOD | ,]* 
1 p m9 2 Bf.Ug Y, m U eS LEC| D; |^ | 57, DJE «Us ip. 
Y, = Yy ae, + Yen, 
EU LECLD 37, OJA ! ECLDI I Moes 


uH 
SUHU TEX | D; [^ |, P 
L p, == 208.054 
194 


Po t ar me aR a HE 一 一 一 一 一 . 


P 
Y «LU, FU EQD AS, 1) 


从 布 , 在 集合 : Du: < Zon DUL FEODAL, O oz os dé 


> ECLD A^ 56, OJE «o PERLR HERE Jensen RERA: 


[EC D! 4, ,12 «i ECD [^ L9, ). 
Hn 

EQD PIS O S CECID IE; ,9]5. 
于 基 ,. 由 定理 ?7.8 郑 : 
ANU e os SU: TECQD NY, 1) m os. 


i= 
2; LECDÍP F, D| mee) 
c DEURI [47 1) e ce， > ECDI? S, | e oo) 
C {X, >}. 


这 总 证 明了 定理 ， 
K SAn E NI WEEE IEA. S 
Y,— X o D,Y) + Y, Y, S= X, E, |2, ». xd 
Z, = 0 DAZ) = Z, — Z. = EGG IE, 0) — X, mnm 
" XAN EP: K, —Y,—Z,.n€ N.HrpY = iY, 9, nc Nj 
EPZ = Leva € NY 是 可 预报 序列 ,我 们 称 上 述 分 解 为 可 
积 适 应 序列 的 Deob 分 解 , 利 用 Doob 分 解 我 们 可 以 得 到 . 
定理 7.13 UE X — (XLI, € N} 为 可 积 笑 应 序列 ， 
Doob 4g X, =Y, +H Z,.n € NM 是 一 正 实数 序列 时 1 x 
p,92g € N.H 


iXX -X ded V 9m. 


i-a 


DERI) — Xal <} 
C (X, 9). 
证 明 仿 定理 7. 8. A Ris. 
推论 7.14 GEX = CS. € N) RAD (H0 是 正 的 
实数 序列 且 0s b s24 € NW 


(DEUX, T X. iA] 58, «ooi c X, o). 


定理 7.15 dE X XoF, EN} 为 可 积 适 应 序列 ,其 
Doob 分 解 为 X, =Y, + Zon € N.(U, 7, n € NO 为 正 的 可 预 
报 序列 , {pp,} EZKUTA 8.2 2.8 € N LU 


i$ «oo UU T ECD Ih Sn. < o, 


机 一 由 


(S PECX | ) — XL | «t oo) 
C diX.— 


证 “利用 定理 ?7. 13, 采 用 定理 7. 12 的 证 明 方法 , 电 nf ar BIHE A 
本 定理 成 立 . 


推论 7.16 EX ULIS un € N) AIAR, b.) 为 正 的 
ic CERE pz 3. 则 


(n FEUD PIF, < co C (XL). 


注 推论 ?7.14 与 推论 7.16 改进 了 Y.S. Chow X T Bhd 
应 结论 ( 见 第 二 意 的 推论 4.9 及 定理 4. 10. 
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FOF AAMA 


PERETE jK A E ES BC PLELAEE T A REBEL 
jt.g HORT RE xE aS] [4s] [47D ET p 
SPSEEUÉCICESE[48]. AERA A A BE AE a 方面 的 一 
E EE g i AE 


id R S= eee, o) C n, oo) RI - [oe Do: on NT — 
NXN, 简 记 5 一 RL ,S eB AE x 6 xX o ER, E TIO e ds 
Fl Gu Gov) ,或 (zy) 等 来 表示 .如果 z— GuDsz —G EES， 
Flex KEERA: 

PAF "ize. Hom. 

RAR Ui ———BUmu. 

S 中 可 以 引入 格 论 运算 VY LA. 

对 任意 x—4G.D.z'—6.U0€s.gX 

z Ar c-—imnfór.z = Gni isss hinf )), 

zVaz'-—supiz.z )2(sup(sss Pesupt t5. 

4 G.zl]—i£€Sizc£sz 3) HEROS SIBUE.TERIRE. 
id R,— (0.2 ]. Hh 6—60.05. 对 于 z— G0 cS. 

R= Ri = {f= ln) E S; 0u tis], 
R = RIS t= uo ECS OTTE, 
Q.— RIU RE, 


| 


R, —[0.25, 
RI-—(x.). 
TR 4Cs ,我 们 定义 
XA A， 
A, 
A Er EEA, 
A CCA. 
车 有 .BC5, 用 类 但 方法 可 定义 ASBAB 等 . 若 ACC S dO 
Ra = UR. Ra = UR: Ri = UR. 
E A 是 一 个 随机 集合 ( 即 4 是 由 只 到 RL ST SEDE IF 84 
BERD CA om (an — M. MILITE M. Le 092. 
RAZ MDE AMER ar ERI ;是 * BT 
民族 族 , 如 果 e — GIO NIS A TU o 代数 族 ， 
[ESCROW I.eCeR. ,其 中 


FIL V "d o U V ou SES VM AG * 
RO rE 
ex :会 V e (52890 M Tum 全 交会 FE, 


ER 
王 面 两 参数 的 子 o 代数 族 经 zar 
SUI IG SGASIMIIESaGEEI eR. 

甘于 子 了 URGE (56. 2€ RVO ,通常 附加 如 下 几 个 条 件 ， 

CEO 单调 非 降 性 . 即 子 o 代数 旗 关 于 = 的 偏 床 是 单调 上 升 
的 5 或 简称 单 增 的 7 REI, rel m ds 

CF.) PRHE. BY ER, ~— MN.. 

CP) SAIE. HD S7, um: IBER P TER 

CO FME BRY ERE SO 和 S238 y o. 是 条 件 
fRALBQ.gREV AC€OUnV BE? “在 

PEARS OS P CAMS OPCGS D. 
dr [op gs Site FE FRG D, CE GPO psit ep e. 
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WOX-—iUX.cCcRLH& X YXECOQ,57,PO EG CAR ERELIT TR. 
本 人 X-—iX.,z€ RELY X RIX}, 
ALF x € RS) 6597.9. 如 同 单 指标 情 形 , 可 以 定义 可 浏 随机 
过 程 及 适应 随机 过 程 等 概念 FMJ e) X Gode BREL 
57 本 测 的 , 则 称 过 程 AX = {Xor ERL E G R aE 
R} X. Æ S0. G, URR X RT, EE t a a X 是 
LENER, HILA X — (XLI. C RE DART SE ECRL, 
X. 是 SU. npegu-1.2», ER X E CELGEÉRNBS BER X R38 
应 的 (f= 二 1,2), 

设 or—.0€S8a—G aes. x.—Xx. 为 随机 过 程 !X,} 
从 xz 到 z' 的 简单 增 量 , 若 zair" RR Ker Xr Aru Xo 
EEE cr JERE ios X or J EA FET rd o gu 
WAH, TE A aT R- RII es XE Sos der HUE (127 [LB 2-001 3E 
异 ; 只 有 可 能 在 引起 谋 解 时 才 指 明 这 一 点 . 


§ 2 分 裂 o 代数 与 条 件 CF， 


定义 2.1 GN .I.PURACEIBI SE oe os, 为 六 的 子 
PERS piv A € ov A AEF ,有 


Wi SK cr, Ep ow, 关于 : 沙 是 条 件 狸 立 的 ,此 时 也 称 ERE Go, 
-Ys HER S8 为 分 型 = 代数. dB FE CER Los so D. EAT o 代数 
M di 与 -分 多 g 代数 总 是 存在 的 ,例如 取 Wu 或 9, 即 
可 . 如 果 50-- (C5. 0. Wn C2. D z C4 A JC SR CE s pe. 即 条 件 独立 
性 是 通常 无 条件 独立 性 的 … 般 化 . 如 果 s0— o. NO EXE o 
代数 on, E cL 关于 名 部 是 条 件 独立 的 ， 

引 理 2.1 B ow,—s(n.HHrnp m, A rS 2. 若 对 任意 
A, € az, G —1. 2) (2. Da& gar «tl 


499 


(GRE [oer ). 
证 E AES 
ASAE PAA Z8) PA, EDP CA, [285 , 
9l à, 28 A28, HL ALTO lE À Do G0 ox LATE G. 1) 式 对 每 一 国 
RR) A € mE UI A € .ev 成立, 今 任意 能 定 A € o, IRL GT 
证 (2, DARS H A, € o, 成 立 ， 

定理 2.2 下 述 疝 题 等 件 : 

SPEC IN NAE 

(2) (8 | er, V P o, V SED, 

(3) 对 任何 A, € sr 有 

PA V 22) -- PCA,| 28), 
(40 对 任何 EELU, ox, PROV] 
Eilr V 38) — ECE, | 8). 
(5) XP fef 5€ LG, o PR) 1.2.48 
E(&,£, | Z9) 2 ECC, | 8) E CE, | 22), 
证 (Ds OD EA. 0022.18 B.B'C S AC oi 
1.2. B A,BC v, V 36, AB C o VÆ, HH 
PCA,BA,B! | 29) — II P CALA; | 322) 
SaPA |580I P CA, | 22) 
—PCA,B|32)PCA,B' | $8). 
但 多 体形 如 4.8 的 集 类 为 产生 ov, V S6 BY m S. HEA 2.1 0 
EJA V B.A,V B». 

(3) CD. V A,C ov AV A:C x, h AREEBIEB S TEILE . 
PCA,A,| 58) — ECPCA,A, | a , V 22 | 22) 
SEa PA L, Ny BLA 
SEa PAD) B) 

—PGYOy,I:58)PCA, 8). 

(10—(30. V A;C ox, AE DA 

EG, P, 52) | 0) — PCA, EP CA, 2) 
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—PO,A|]38) - EG PCA e£, V 8) 432), 
从 而 对 任意 Be S88 
| Pasar = [ Pale, y mar, 


AQ AGB . 
(ESEAS LALDLBLAL€ o, B ED) E EE or VER B x SLE OR 
于 该 集 类 ,于 是 .对 任意 CE_w Vous 


[rca toan ~ [Pease V BdP, 


X PA ED: PA e VEBAS ow. VE T 
PCA; Je V 38) — PCA, | 22). 
(492 (32. V. A, C o, LH GO az Eli fS C32. 
GSA V A,C€ e. EH CODE 
EG, ]- 9, V £8) — EG | 29), 
BI CAY RE cv, 可 测 的 示 性 函数 成 立 . 从 而 (4 对 任意 oen, 可 测 的 简 
FRR. V 5€ D' OQ er,P;RR), 则 存在 简单 函数 列 2 € D 
《只 1 EP al | limés 一 名 ,于 是 对 一 切 n., 
lH ` 
EEN h-r, V ?一 五 ( | 3). 
4 noo, h RART b rog SE REG 
EC, ly V 56) — ECC, | 328). 
(Sd). V A; € a; RE & — L, i 1,2. iB GOGEBBRE RE CL. 
DSG) V AC oy I=1,2. 由 (1) 有 
EG Li [98) S ECL DE 2). 
BI CS fe Esés 分 别 为 -wors BEBE RE GREECE LT. ALIE EE 
TRARA 8, ELOS POR EEL, oy LP OH 
EGD | 0 — ECE, | Z$) ECE, | 2), 
RIER 6€ LO v POOR EELO PD , 则 存在 简 
DU EET 


20] 


n 


SU€LG. o, PRD EPSE aal Hime? —&S sil. 
于 是 对 任意 固定 从 m Rl sc 
[$n EP | sm |, nz. 
en RED, 
从 而 对 一 切 azzl fi 
EGI E? L9) — EE L8) ECE ||}. 
4 n-o2 di A 1 2 Fa pie D E PET 
EEO 1:58) - ECC, | 48) ECC | 38), 
(AE 
[5877 Iz |& 8 |. V zd 
EE EE noc, 
1E Ei We mn 2548 
EGRE, L8) — ECE, | 8) ECE, | 39). 
BD C5) f& uE. 
定理 2.3 ODE BOr, BOE o auo) UO] XE 1) 58. 
BCO UE GI onse). 
(2) 3p (XR, | o, Lo, EL S7, C8 — 0. V S8, Ge S CCo 
V S LEE LC o VM OPI CR [or Lo S». 
证 (1) 由 假设 条 件 知 o, V XE, — o, V 36 — ow. pH 
GO, | -orz 用 定理 2. 203? 对 任意 AL C oT 
PC |. O PAG 38,5. 
土 式 两 边 同时 对 se 路 菜 件 期 望 得 
PUA E= PCA,| a 
FEF PAGS pa, V a8) — CA, [3850 ,再 用 定理 2.2 立即 知 (1) 成 
AL. 


(2) E [Ag C98, | e See Da 由 定理 2.2 有 3, en M Lo, 
VoU = V 区 | 则 ACEC. wN na B EEBIS (D 
A, a V oa V RS EA E 2.2 {E La, V RV 
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一 


S8, aS M SEM $8, > .Hh CERENA Z) ,注意 到 

zb, CAV 2, VY C= CY N a 

coi M SB, ~ 
Bi Oise, V avo, V So UB GO oue 1. 

5382.4 D EGOE EY , oy LR] So Lo s. 

(2) 设 工 是 作 一 指标 集 ,Y EC FS OP ono B AC ,. 
LAE 

C33 对 一 切 nZE ROGA, |o. eso o H B, 4 88. CS |o. 
ei y». 

(42 V EELU aP RN GC L'Glor Pit. Wd: 
£,—E(G,| 9) 55 &, — ECG | 280 ELCHE. 

证 (OD 对 任意 A € o loa B A€ o, 及 定理 2.2 知 
PG Ó |. ,N S8) SPAL X dd A€ ov, (8 PCA |, V 586) — Fs. 
即 SPAAD E 36 可 测 的 .从 而 AC, SX SEUEBS DP D. 

(2) Hi GS, | is co a S8, C ov, 用 定理 2. 2 得 :YW A;C 
Pp A P | ox, V S5, — PCAS O0). BI P CAL [o2 — P GA 
Z 这 说 明 对 一 基 1ET. P CA, 0 dE 96. 可 测 的 ,从 而 PCA;| 
- Ode Des 可 测 的 , 男 一 方面 ,BE NACA, :有 


[PA r dP = Pi 0 AD ~ [PA QAP., 
H d T 


PÈ PCS) PCAL QED (B o, — ow, V Cu S5) HT 
PGYy3l-x,V (QAD P CA; 0.580. 由 定理 2.2 知 (ns | -sz 
Fg 
(D) 由 假设 Y nly AEN AEC 有 

PUA A (DSP A FOP A, 2) 

由于 OR, € BE DRE nof 
PCA,A, 29)  PCA, 300 P CA, | 25. 

Bp Css | AEST 
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一 


(D 注意 到 定理 2.2 的 (5) 等 价 于 
E(G, EGGIE C5, EB( FNAS, 
Tr EC ne] p] CREER 
EEG | 80) C£, EG 132) ) —O. 
Bl & — ECE, 138) 5i 名 一 五 (全 |: 知 ) 是 直 交 的 ， 
推论 2.5 在 CF) 杀 件 下 必 成 立 SIDE. 
证 BOE. 1, 501) RERERE 2. 4COD IU. 0D 10 59; . f 
S.C ggSIDnI--. 
定理 2.6 — TP EE ir: 
AYY ERN FE L'QQUS,PLR), V gE, P, 
RE 
Eg F SEGI DEG FD. 
(2) 对 任意 可 积 随机 变量 部 及 任 意 e CRL A 
EEX GL 0 | 56) 2 ECX | F ae). 
(3) 对 任意 z € RT. ,任意 可 积 随机 变量 X UE 
EGG | 570 | 723) - ECEGQX | IDIF DSEK L5). 
W (DO. 8g 8 2.2 知 对 任意 ELFE, POR 
EGIF IN S ORECXTAS D, 
Bi EIF DSE F.) 6 [EK |1), W 
EEK 97D 9 DD - EGECX | 82 9) 
—EQO |). 
类 做 可 以 证 明 ECGECX 7 FDS ECX LT. 
(D=). UE X B ES BDERBICULAE AEE zu! CRE 
(3) 中 取 x A RAz S 
ECX | 0m ECECX 71,,2 |972,.) 
SELEX 572) |S) 
= ELELE S71) 62) 972) 
-—EGKCGCO | 1) |S AE) 


—ECGECG | 55, 572) 
—EQLECQ[S7,) 3651572) 
SEEK |E D| F ). 
类 做 可 以 证 明 ECX | 59:40 — ECECX E 2 7.5. 
(202 (D V FE LOQUI PRON g€ E (OQ DPR) 
I fg 区 有 界 , 由 条 件 期 望 性 质 得 
EGS gl OSEE Gg, 97,2] 57, 
SEE lg E d Fpa), 
HHE 
Eg 57, a EE g |E n D F) 
—EG|37,.5. 
EGS ul F SES F ,LIOEQ 7,0. 
对 一 般 的 Aoao MAE EDGE R fae ALAISI 
lg.Is&lg :2 之 1, 表 用 控制 收复 定理 即 知 (1) 成 立 . 
下 面 关于 两 指标 蒜 前 讨论 ,如 .不 特 珠 声明 均 假 定 { 色 .,zE 
REEERE OG. 


3 3 各 种 类 型 两 指标 蒜 的 定义 及 其 关系 


定义 3.1 XUL V .ozC€ RL) 是 可 积 送 应 过 程 ， 
C) H X ARENY r ER sg 
EG F =X; 
(2) fk X XS. XV zz ECRL, A 
ECX (zs 1057,00, 
GO PA RM A A ER, Y zz] CRE, az ,有 
ECXG.z' |F }=0, 
X 3.2 BIF rS G DER a CU 的 单调 上 升 的 子 a 
代数 族 AX = {Xora GIO € RE) REGDPARR LAE SOR ER X D 1- 
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Bh EEEREN HC RI LUC FIER, ERER. 类 似 可 
定义 2-Bh. 

$1831 R X=iX I, ER HEIREANN, N X 
WIAA R S X E DDR XL 2- RR. 

UE 必要 性 . E X— OL LSRC RL)HBBR AXE 26€ 
REX, BE E8907 up ERE c EXE sns lm 
ty 出 定理 2.6 有 

EON EER F e OF a) 

SEX eua 5, 
2X 
于 是 ,对 任意 v> ER EEF. o A 


Ix. dP = fx. dP, 


故 上 式 对 Us .中 的 每 一 集合 成 立 ， mU, dé FORCE LE ROSE 
"(YY na cec Fr JeF! 中 的 每 一 集合 上 成立 ,而 成 ,又 是 
571 研 测 的 . 故 
ECX, FDS X... 
RWE p X Æ 1- 蔷 , 同 理 可 证 关 是 2- 靳 . 
ETE. 设 X AE 1- 睦 又 是 2- 蒜 ,如 对 每 一 xz€ RL, 到 ,既是 
多 :可 测 的 又 是 如! 可 测 的 :由 推论 2.550 X. & 5. 可 测 的 . 对 
任意 xz ER rse H 
EOX —X 2156) 
—EQX. Xp F pa PEE Xaa Xda) 
= R(E UX ou e Xp OLED AF a) 
-EQGX, X OD D u) = 0. 
Bl ECX. 570 XL. 
定理 3.2 V X-(QUG E CR AE LBE RE.: 
GO (UX HB 138 y BO BV ERX, 是 562 可 测 的 ， 
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(D) OE xS ECX ,x JSDS, 
Cc) Xs M se R Hiit. 

2 [X o or ERL EE 1-958] ERR PEA ATE REL aE 
ER ARa F os E R E Ea. 

WE 1f 必要 和 性. iR E l-g, ERE OE GRX 是 
51 可 测 的 , 即 (a) 威 立 . 对 任意 zum r= Gaz — C aos 

EX tza JA I3 EGQGUX— X4,— XG,- X,0 4181) 

—EQGX,,--X,,0 91) — ECUXL,— X, E 

=0, 

B C5 RES - GO BL. SE SR. 

2* 44M. (EGO. Q0. GO SE R EEB EB r€ R- ,任意 
SR. AGOI XU ori 可 渣 的 .对 任意 5 之 ff ; 令 c:t—ü.D04z— 
G.00.pgiCoo FE CCoTT 

EQ) aX (DSENA, 7X7 Xu tX’ | 1) 

—E(GG x! 1|] 5515 —90. 

AEE T CX. eo Lez € RIMIS 1-85. 

(25 充分 性 . PEXPITXEJEDE IE ER Xu o R HE 
HER. EIRY r= D EREA, 是 至 .可 测 的 .对 任意 国定 的 : 
EREE ens. qEEv A 

ECGX,,— X, I, EGEXX 4 — X | ,) 

= E(X oa XS]. 3290. 

ix FEY E€ U a G 


[Gs — XdP = 0, 


Hifi] . 
HR, AWP 0.N E € aC UJ. SP m it, 


CN. 
Té. EX Xu D — 0. BIXAECE S E E AI ERAAN T. 
sE R. LAUS SR REH C'IXLSL Le RS Y gh. 
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DREH BX FCR EEN 1-0, Pd M 8—c:c 
REX. Æ F. WA. 对 任意 固定 的 上 ER cr ,有 
EG ,,— X, |, SEE Kea X, IEEE, 
=), 
即 对 每 一 阅 定 的 :ER Au F ERA E piet 
下 一 定理 的 成 立 并 不 附加 CF) 条件 
定理 3.3 — EÉGQX.O5.,zx€R*LBmE Vp iq o-—1.2) 
Hp D = treri D= Cze herz A n D O D=, M 
ECGX(GDOXO | 571) 50.i21,2. 
证 d TORAEPREORIBRUECE Or. AERA At RE SH 3. 1 
He n Rd -eh ht A UEHR. 
r= ať‘ —G IO RE am VAT nux]. ll 
XVS Xr Xo» — Xt Xo: 
EXN F ) 2 ECECX GIO RP) | 97, 
一 0， 
HIRREN F ERLER, TE 
EC lF rSn 


因此 ， 
EX ra Xul F= 
于 是 
[x — X, dP = V E € S. 
i | 
从 而 


je. ~ X DAP N E € US, 


HFUS, ERE D 


a 
zu 


[22 — X,0dP,N E € S — aU Lu. 
E UR 


X WEHT 60X..257.. 2€ RO ER pH eT AE CX, 7,8 € 


ROME 2-8. 
由 于 DND A, E XODORE S ums DNE A 
可 测 的 两 者 中 至 少 有 一 成 立 .不妨 设 前 者 成 立 . 则 
EX (DOX D) |FL) 
—EGEGOCGOXGO EZ» r) 
—EGCCGOEQUDO 775 | 5272) 
=0, i 一 1 ,2. 
定理 证 毕 . 
定理 3.4 X—(QXSS.L.zCRSOREESERM] CE EIE X 可 
RA X.—XUEXisHÉBOXIPMEGÉRNP 139.0 XI MEOGÉTY 2-Bh. 
证 ”充分 性 . 首先 证 明 适 应 i-4& 06 —1.25— E Ré SS ph. 事 
Eit Y= {Y.A 1-88... —6 a.u 
YGoz]-Y —Y., 7 Yo Y. 
EGO sr [PDS EG» Yi, |, —EQORL, 7 Y, |, 
=E Y oo —Y. (FD A EE Y pa — Y, 51) 1 57, 
=0, 
BI Y R ,类 似 可 证 明 若 工 是 适应 2-238. 00] Y Eae, mi aae 
fü (5 5 ss Bh. 这 就 证 明了 充分 性 . 
必要 性 , 设 X= (X FER PERSE 
MISER, ME) 
MSEK on |, 
MSEX n | 357.2) 
其 中 z= (sast rS (shr HMA EA 
EG ten] lA 3 —0, 
Bp EX a Xi; Xn XQ 90. 
从 而 


bi 


ACC EN, [PD HE, n, [57,,) — ECX, n 57, 
—M-MI— Mt. 
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令 XI-MiXI!I-MI—-Mt, 
显然 ,{ A r ERa) A ARER E X coni. XI dE 
571 可 测 的 ,对 任意 s s, G' DC R,LUR 
EG IY EER MW O 91) 
EGG, M SOIL) 
=E(X lF LM. 
BREA T (X EA 1-A. fU EA (XI) E 2. 
Ee Ak rm ARE X. 
定义 3.3 i Xs{X F or CRU EHRE E. EE 
H0 HBE ez ER srar V] 
EQ CGz' ]]57 2 )—0. 
则 称 X 2935 SR, it ead dk xe I5 A SR B x CEST ETE P HC R 
phz WopIEARXGR UX. HEBR (EUER (X) EREA 0. 
定理 3.5 dE X—(QXSSz€ R EEX OE PUR 
Bh. XPTEXE X 3. 3 6 FERA XN — (XL ze R21 使 得 
X —X HEX A SF 
HngrigB.31«0.0089 90.7 
证 不 妨 设 EX 一 0, 否则 考虑 XY. 一 XX EX. ERL 
UC. Heg X3. 1 EA FAE MH EXo 一 0. NUR sz 11. 
KSX, aa VAM aua. 
WR s 与 + 中 有 一 小 于 1 时 , 则 令 
X70,57,, AR. 
BIR R HEULE, EA, HERRED 0. UE r= G0 I— 
G FFE smlugumluddz —G—l.4—D.z 二 G1 一 41 一 1). 则 


5 一, 
A.z ]-2-X,.. X X ^E. 
=A 14 i: 一 六 Lar TAL 124 TP" 14 1 


=X íz o. jJ, 
TEE e [SEX ,2 11572. —0, 35 4221,01 
uz. 


由 于 X —X,,:0.8E 
XG.x 二 并 一 Nu Nu 
SX; ae SX. e 
Fit EX e J| SEX; ea X, e al 1) 
T aJ 0al rel. 
. XCG.,z']-0 
从 而 ECR (eaz. [577 — 0, 对称 地 ,车 Ogala A 
EX Gs! ]] 571 920. 385 0x 7 1. 0sze— d. 这 时 erri. 
" | 
EX tz.z' ] 772 2) — EX, Le l 
=FEX, 
=0， 
定理 得 证 . 
"t; bmp. HGE 3.1 及 定义 3.2 中 所 述 几 种 类 型 
A99 f bh zo RA XS Ro AF : 
D E ER y EETER TORRE 
Fi i-88 ARR. 
弱 剖 > 适应 1- 蒜 十 适应 2$. 
定理 3.6 FEMEA: 
(OD AGGER l a EEP. gkah, g i 
(F IEG. . 
(2) 对 任意 r E RLY TELA Z PR’ A ECQ S 
EDUR ar PR). 
GD RAX O7. rE R ENa R CERE r CREA 
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EG, | 57.0 X... 
GOD 对 任意 可 积 随 机 变量 怀 , 令 XSEX F) 2€ RLW 
X7. .zC RL E i$ ,2—1,2. 
CÓ BpTBIBEPRIX, o CRI EE jM IL 1.5. 
证 (ODD. H RES 2.2 及 定理 2.6 知 ;者 (1) 成 立 , 则 对 人 性 
意 可 积 随机 变量 芒 及 任意 2,z'ERt 有 
， EEX (F DLF .)  ECX F an). 
于是 ,对 任意 ELU, F PR) UN 
ELS |E SELE (E |. 
=EL I.,.), 
El EGIF OEL F ar PAR). 
(D= 3). E CX. EM EM. Y r CR ,由 (C2) 有 
EX, |F OSEE |F Opan) 
—E(EC(X. |F a | 57, 
= EX, ESL. 
=X nrs 
(= (4), 4 X E fE— IREI EE, S X SEAR |F). 
YERL BRIX S’ r ER EREN RA AA. 
FAE EA I2 cst EG REE uE 
Roui 
EQ) 87,0 X, 


从 而 有 
jx. dP= fx. AP'Y AELS 
TUS. .为 代数 ， s 
Ix. dP = |X,ar, NA EUS — sn 


X Kui 57i 可 测 的 ， 内 而 
EG, | X. 


ix gb uESIT (X28 1-88 [o EE TUE CX.) 259 2-98. 

下 面 证 明 由 (4) 可 推定 理 2. 6 53 COE JA TE GO CO EE. 
对 任意 xER* ,任意 有 界 随 机 变量 X, S X.—ECOC|S JO) 
RA. GARE 1 3h X XE 2- 钢 . 又 对 任意 固定 的 + 
(ECOX157,, ) F SC R } 是 单 指标 靳 , 且 一 致 可 积 , 竺 和 平 所 有 的 
轨道 右 连 续 ; 从 而 ECC F, 9 ECOX| 97. a e. CL). 由 1-9R 


TESI SZ 
EEN |F 7, = ECX, | 1) 
=X.. 
=E(X|,), 


rt A 6I FS qur S sESE. EER RO ?一 ce 得 
EEX | & a LL) ECX Fa) 

Be ECECX 370 ZD - ECKX [97 EAE ECECX 17D 172) 
SEX | 57,2. 对 可 积 随机 变量 XX, 存 在 简单 随机 变量 序列 {X.})， 
EX, [x | X AX cA a. e.. 对 得 一 1 六 1 有 

EEX ED FDS ECECX, | S710 57)  ECX, | 7 2 
BIB RHAH FEE | s E. TE ERP ARR 一 ce 得 

” ECGECX | 2) £2) S ECECGX | 8725 | 91) 2 ECXC |7.) 
这 就 证 明了 (4) 一 (1)， 

(5) 二 (4) 为 显然 . CO- CO. 由 定理 3.1 得 出 .定理 得 证 ， 


$4 两 指标 驶 的 收敛 性 


APR ENR ER ABEE A 的 单 增 子 o 
RRR, Ri PER r= Onn) € N’, G LL N Faa 人 
VY F n A UR N RRE. 


et t 
EM A1 E X={X .zzE 人 是 实 值 可 积 适 应 族 , 称 于 
Jh ECEMBO.8gR 


. GEsz CR) i 
E(X e |F.) y, sy ‘r ECA r. 


下 面 定理 4. 1 与 定理 4.2 EATA TO L e 
化 性 与 依 概 率 收 敏 此 的 基本 结果 ,其 证 明 在 这 里 省 略 . 我 们 将 在 第 
八 章 第 一 节 中 对 以 一 般 的 向 右 定向 集 为 指标 集 的 靳 或 下 款 证 明 相 
应 的 结论 成 立 . 

定理 41 D RISE, XEL UN. PR) 4 X= 
EOX [EF V CA WRX Fr CAL UP EA S). 
Kh Ye 

(2) HX, LISCAMRER XSEX, SD. 2€ AX 
ELDA PORER EX 2C A) 一致 可 积 ， 

GO L MERX, 名.,zEE A}(1 之 pp 之 0) 具有 形式 及 .二 
EXS), Y CA XEL, POHER RE NX” EA 
^L AI 

(4) 车 下 款 X—(Q.W.L.zeagmme EX <eo M 
(Xo rC ANKE corp BIBEPL TEE. 

定理 42 WA AE Aed peek X (r0. o0) 
E Pitti (0) — 0. EL lim ET = os sup Eg OC «coo D 
在 可 积 随 机 变量 X.. (i 

Li limX. —XÀ.. 
limEgt| X. — X p=. 

Ti] 3 ES E a e e C BO ER CDO AR PE IBE M E a. 
e. x SLUT —nu PREEULSE BEL SR SIE X REI E 57, n € 
六 为 罗 的 单调 上 升 了 = 代数 序列 , 则 款 X, =E E aL e. 
Ui eR. T Moab 
L46]1? 举 出 一 个 反 欧 : 当 六 是 可 积 随机 变量 时 .上 升 子 代数 族 
CI na AER o (CX 72 x on 构 克 的 . Papi CF 
件 . 但 两 指标 是 X, ECC LS, EAS a. e. Mi. 1980 个 Dubina 
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£j Pitman 举 反 例 指出 5 见 [4.]), 若 EU o ERRAR GE XR 
fF ,存在 有 几乎 处 处 发 散 的 有 异 鞭 , 1982 4EBIR AE CIL [50D 78 38 
一 较 简 方 法 构造 了 一 个 几乎 处 外 发散 的 两 指标 有 界 狐 , 但 关于 两 
指标 蔷 在 CF,) 条 件 下 ,车 附加 比 CD}) 条 件 更 强 一 点 的 Log LAR 
AR E SUD FEH a e cT ER TR. 为 此 ,我 们 先 证 明 两 指标 鞭 的 极 
KETER. 

EH 4.3. RUF LPOREBESR EB]. F ar EN EA gG 
单 增 子 o RR EEO OR AK rC NT RE pre, E 
对 任意 A0. p> A 

Q2 APC sup 1X, [2:40 — sup E| Xn log" |X nal 

TD. 


DEL 
(2) E sup | X... irs eui sup E |X mal" 
mua N b—1lj| mwn 


证 0D AF 4X nns F ma’ 021.22) € N'EN TE Er Sh i 
(XS Lus nno) € N' EPIS mk T 8. 令 Y, = sup 
LX... | HII sup IX, | on supY,. BIR (Yn S. nc Nri thdktg dE 

annie mica 
f PERI HL BECAS OW TEXE AZROURÉ 
APupY,zzA)&supEY,. (4. 12 
Iun mCN 
XOXPSRIHÉGEB)me€N.UX..b-HisucNIHImBqdRIED TÉ. 
由 Doob 不 等 式 有 
EY, -—Esup| X... 
am M 
s;— — GupE | Xna llog" | X... | - 1» (4. 2). 
e—] sew 
Hi GL. DEA 20 ES S BI D CL S E. 

C) HT (Y. Lon c Nile Etma n v8. f 571. B 

Doob 不 等 式 有 
E sup IX, j^ —E sup|Y, | 
mad M mic 


i m . 
«| A i| supEYT. 
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又 由 于 对 每 一 因 定 前 s 0 Xu nE NM S din dECL T à, 
于 是 由 Doob PER, X EÈ p 108 
EY: =E sup |X.... ]^ 
P 
[54 

- b 
于 是 ,E sup XL e| 72) sup EX 

定理 4.4[51] ROA PO EE E BIG Gn € 
NE 9 的 单 增 子 o OEH EO RIEN S {Xan F nas 
Cmon) € N'HeBüf s EE sup El Xma llog |X ma} «oo Gl 
条 件 称 为 ZLlog L B.E X iR Llog Lf W.Ulfsigog XE 
Llog^ L) -特别 地 ,如 果 sup E | Xm |^«oo C92 D, 则 fim Xma = 
X.2.a.e B XTE. 

.证 首先 假定 sup E |X ma ^0 C27 D ! EIE Xi. e. li 
8X. 由 定理 4. 1 知 :存在 可 积 随 机 变量 XL .使 得 


i 
AL tX. 


于 是 可 选择 一 列子 指标 (ms ;x4) 使 得 
SIWE | Xna, — Xa |t «o, 


Xf IERI k FRITA E iHd e 
X. X F as imm, (n) P 


由 定理 4.3 dj 


P 
supE|X,... l^ * 


E sup (Xan X. m |^ 
NOn lg t 
"TE, 
LA, sup [Aaa An] 
MIR 
ama, 


SAE |K 一 及 mn l^. 
其 中 A, RRS p 有 关 的 常数 ,而 最 后 不 等 式 我 们 利用 了 {|X。。 _ 
X mpn P HI uu En om) E FMA EM a 1 因此 
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= r 


S PGup IX. 一 X, udo D 


nen mtm, 
A, 


SADRE, Xo — X |? «oo. 
中 一 上 
Ei Borel-Cantelli 引 理 知 


P (im (sop Xma X... 15) —0, 
on mem, 
asa, 
Bp P UD sup IX. Xu ll pet. 


amm 
XX XB (X. Æ a.e. 基本 列 , 因 此 必 a. e. c2. IB LX LI pA 
于 X. Xa X. yii. €, H AX. HJR A 
Ami sup E IX... Hog" [Xn | eo. H EM 4. 1 知 存 在 可 积 随 
机 变量 六 -使 得 XQ Xa LO, H Xn SEX | 57, 0. 不 妨 设 
(X ma He dE PSI, (否则 我 们 分 别 考虑 {Kj,) 与 {XK}). 令 X= 
= Aaa HEX, X nS EKD, F aa). WiXa — X 是非 
Ti Sit H 
OX, — X250log^ (Xna X20 Gin) € NT) 
为 非 负 下 款 , 由 定理 4.3 及 定理 4.2 有 
PiupCX,,— KE) TA) 
Se DD PEO AED" Gr Xe) 
Si ; GG. —X*?'Mog* CX. — X? )-- 1). 
RE WALA A ERAS 定 ESOR e, t O dE RE XL— P] a, 4 oo f 
得 
P Gup Xna -XAD DEDKA 


这 是 可 以 做 到 的 ,因为 
PrsuptA KI) DE) 


= P (supe Xan — Xi )2»c64) 


E 52 - te | £C 
AEG pee XDog CX. — X254 二 CT 


AR c 充分 太 . 再 取 = 充分 太 , 即 可 得 上 面 结果 . 令 
Es= {sup (X n.n — X75)278), 


E= ÜE. 
在 互 的 余 集 上 对 所 有 , 有 
sup CX ma X. 
Am lim X 27. — XL. EF mw 一致 成 立 . 但 由 第 一 部 分 的 证 明知 
加 Kah NX msa. e. (mno), 


因此 在 五 的 余 集 虐 有 Xun >Xosa e. (smeco)、， 另 一 方面 
POE) x DIP(E) Xe 
BB PE» 0. 因此 X, Xosa e. Gn»n—00). 


推论 4.5 RX Fo GIDECRU Epis m dp gh. 
{ LIGI)E€ RLHICEO IE. B. sup EIX.|logo EXE 


[£m DER? 


cs, 则 存在 可 积 随机 变量 XL ,使 得 AX, om XL ae (s400), 

下 面 的 概念 与 结果 可 参见 文献 [51]， 

定义 2 设 加 ,名 ,多 ,为 .入 的 子 o 代 数 ,GE 加. 若 对 任意 
AC GG 1.2) 

PA A NE) T= PCA, [OP CA; c 

则 称 多 ,多 在 G 上 关于 多 条 件 独 立 . 车 多, 多, 在 G 上 关于 I 
€, etr FIO, 在 上 条 件 独 立 . 
显然 5 G, 在 他 上 关 平 任何 号 部 是 条 件 独 立 的 . 号 8, 在 
全 上 关于 多 条 件 独立 , 邵 是 对 2 中 所 定义 的 G0, 关于 Ad 
独立 性 

定理 4.6 (0.0.9 57 NT o UG Ge OD s RTT 
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"aw" Pp 


ors 


,F 


F 


命题 等 价 ; 

(OD 8,8, EG EA fp TUE, 

(2) 59, |a 与 Bile 关于 Z Nle 条 件 独 立 ， “其 中 仿 [二 o 
{ANG:AES),i=1,2), 

CO 对 任意 有 界 随机 变量 XA 

EEX [9,0 | FIG ECECX |F | Ye 
—ECG( [GC (Ys, 
(4) NM f£— XEL, G P SR) ,有 
EX |E E LURE C 0, P LR). 
对 称 地 ,对 任 一 X€L' GIG, PIRE 
EK |I; EDN, ENG, PR). 

证 (Dee. BO m. UB] 4A €. 4c 
€, HAEC A, OG G—122. E WO, sn 9 pum CET SE. 
由 (C1) 长 [521] 中 定理 1.21 有 | 

l PALA: (F [s] 9, le) 
SEG, a KENE) 
=E aa, |, 91s 
= PA |E NFP IO SM 
—PCGA, [P eN E | P CA; | o 3 9, |o ， 
四 (2) 成 立 , 由 以 上 证 明 过 程 易 得 到 (2)== CD. 

CDS). HIER E A € LER Eda FE) I; € L' «0. 

SS ,PR 为 此 只 须 证 明 ; 
EG, (F Me =E Ua, | 站 人 Io. 
事实 上 JERAHA S np. OE (ES AE S DOR 


[ra., |, f) FUP 


A, 


- [E EL I N EDE N CdP 


ir 
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= [ga te N EDEL, I9 N SOT 
n 

= [Ea 1,18, N SAP 
2 

= [Ec mn Soap 
G 

= [r LdP 


= [nar 


2 


| scr |, To. 


我 们 可 用 -AMAA ERIRE X€LO.,,. PI RO.Sp 
EX 0I; EL NG NZ PR), 类 似 地 可 得 到 对 称 的 结果 ,从 
而 (4) 得 证 . 
WOS. 设 (4) 成 立 , 玉 为 有 界 随机 变量 ,, 则 EXIS € 
LINE, PR) li 
ECQECGX |S A MISC L' GIN CV PD. 


ll 


所 以 

ECECX |P [8,9 T 2 ECX L4, MN 89, Ie. 
类 做 址 可 得 

ELER YY) | V XI; 2 ECX FE, C19, Ms, 
从 而 (3) 成 立 . 


(3) 一 人 1)， 设 (3) 成 立 , 则 对 任意 AEF AERA 
EGAL, | om EE Ta PO |B) Te 
SEU EG, 1) | 1 
=E EG, [8 (189) FMa 
SEa, e, MEDE da, [9 CH 59.3 E 

Bj CLO BL Sr. 定理 证 毕 . 
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wh W re 1zR. 


ik ExESE Enn G- D. 3L Za UI TE AREE EE OS i 
Ri. 

推论 4.7 (D REGES, V, 在 G 上 条 件 独立 , 则 对 
任 一 GCG,G'ES 门 如,, 均 有 F n 在 G' 上 条 件 独 立 . 

D RIGITA NAZ 8E n. 00, 9, 在 GG 上 条 件 独立 ,出 
V, E, EUG, ER. REIN E UG, — Q. WI &, c, 条 件 独 


x. 


推论 二 8 i$ GC€c,.9,.9, 在 各 上 关于 多 条 件 独立 . 则 有 
G9 195) |; C € |... 

定理 4.9 Ub 00,9, 5 S7 GADE o AER TETERE— IG 
ESNS Ca. e. 3 X, FO fl 0,9, YE G. E fe P RE BON E GC 
€ V, 169, d 8,8, Xp G EA, M C C6. 

证 $M-ÍCIG €S, D), A EC EXE) BEES 
G —esupG' WI C 即 为 及 求 .事实 上 , 取 一 列 {G'.}CM, 使 得 6= 
UG'.. 则 由 推论 4.7 得 GEM, 因 此 名 ,多 , dE C EI ÜEXESE (EM 
GB SS C 具有 所 述 的 最 大 性 和 唯一 性 ,定理 证 毕 ， 

EM 4.4A[51] i$ MON? 的 子 方向 ,GE DS. WU. 
< 好 在 如 上 满足 (P:) 条 件 , 若 对 任意 的 oz ECM Fo FEG 
上 关于 .多 .条件 独立 , 称 {2e.,zEN3} 满 足 局 部 (F,) 条 件 , 若 存 
fE— 3 (G.) AARE, UG, D. AE E — n€ N. FE s, € NN’, 使 得 
G,€ 4, BF. rr) E G. Elie CORE. 

显然 , (六 .xEN?') 满 足 (F,) 条 件 即 是 指 它 在 间 上 满足 (F,) 
条 件 , 因 此 必 满 足 局 部 CF,) 条 件 . 但 反 过 来 并 不 一 定 成 立 ( 见 
£51]). 

定理 4.10 设 C N'.Ge. S, WE RES 

OD GF .LZmnuMEG DWECGAIOXG; 

(2) UE |e 之 这 zo) 满足 CF,) 杀 件 ; 

(3) 对 任意 ez Zorn. 以 及 任意 有 界 随机 变量 X A 


Her te amem 1A 
EP PEE rp- rupi frc 


ECQEOX 97.) |F Ie 
—ECQEG 157,9 TF.) ls 
—EG | ae Hgs 
CAD 对 任意 zx 一 (ma rn ALF 在 G 上 关于 F. sem 
FA 
(5) 对 任意 2s 以 及 任意 有 界 随 机 变量 X. A 
EEX 71) F eSEE FD) 1G 
—ECXCIHAT s 
(60 对 任意 zz 之 zw UREE XELLA, S PRA 
EXI A ELNO, F ar PARY; 
(72 IEE Th QC ENT) 4 rr r BP. 
EX [Oo Xa ees 
(8) 对 任意 有 界 随机 变量 X. XQ— ECX F Es. BU X, 
S7. 2ZRisp j4h(0-—1.2) 
(9) AHEE PRTSRE OL Sor NI OCIS Sarl 
i-8 (021.2). 
证 HERE, ) 杀 件 的 定义 ， 利用 定理 4.6 并 应 用 本 章 的 定 
HE 2.6 KEH 3.6 的 证 法 易 证 本 定理 成 立 ， | 
o itsu D) R GOGG .和 名 车 (多 -xz 交 2) 在 所 
8 CE OAX UE LU C Lie zmRusdECG EERE CF. 

o (D E(G CIEL F nrn E G 上 满足 CF,) 条 件 ， 
jim. zm Zz} UG, 上 满足 人 条件， 特别 地 , 若 UG : =, 则 
(F rSn REFOR 

证 ”由 条 件 4.10 KHE 4.7 立即 知 本 推论 成 立 . 

定理 未 12 Lor CN 满足 局 部 (F,) 欠 件 的 充 要 杀 件 是 存 
Xk— 85 C, 4 2 8I z, 5 AERES mG ESF ťi a E G, 上 
WECO Rt- | 

AO Ed HEC. x N'HREISBECE Qe ts MFE- 


(GO PEBIRAE UG — 0, [3E f n ETE SLE NIRE GE 
OS. HiS’ E G, ERREFOR. $6 —60.G.— 
ÚC QD. ES nmi vU sc BÉ e BRE FER a> 
zarz a DAE PETI EU A CG. 4 f Z, t EGE REES 
n. Hi EDEN zaie B GU ae E G EREC OAI. Hh 
推论 4. 11 A zz E G 上 满足 CF RIH EB x, 还 可 取 为 


za $ (oach — 

充分 性 . 若 设 存在 一 列 忆 如 和 站、 使 对 每 一 CE 多 
1 在 G, 上 满足 (tf) 条 件 、 RES G= G4, G =G, UT 
UG. QD CR LC RERO S 0. 0, 且 由 推论 4. 11 得 ,对 
E — asl 在， HRE, ) EIE. REG. LEN MN 
FRIKE O AT. 

定理 4.13 设 {9,.zEN’) 满 足 局 部 (FF， TT Xoz€ NU 
3i3E fa Tb , 则 对 任意 A00. p> A 

(OD APEX" POS q upEX. log ^ X. +1). 


2EM 
l aya po - 
/ QD EX dur supEXi. 
其 中 到 "一 Tim X. 
=E MN? 


证 由 定理 4.12 DR 一 列 G, 4 Q. EL Rz, & (o5,02) 使 得 对 
任意 的 GC OL. o (S ran E GO, EN GO ETE IBEX 4. 10 
得 C le, ama) 满足 (F， } 条 件 , RIX S or E NW EHTE. 
出 552] 的 定理 1.21, 对 任意 r rer, 丰 

EX aTe [F Je p SEX pF EAT. 
WB 5p. Xe i F a lo TBI AEE Xe 08s rrn AE AT 
B, HEE 4.3 有 
APGupX.L; 224) 


223 


RR uode 


XL PEX, Ilog X. I5) +D, 


因此 ， 


APGUXC' EA NG, i CupECGX.log" X. +1), 


S 
Faron ERGAB 类 似 可 得 到 第 二 个 不 ARI. 

定理 4. 14 GRS EN ERRER PEUX S7 Sz € 
N'8 Hiog- 了 有 界 鞭 , 则 存在 一 可 积 随机 变量 天 ,使 得 im 区 .一 
X mpd e.. 

证 APS. ENTR E E O R IE COE ES AG} 
HAPE. UG, — 0. 8 (EE n TE zn E N .使 得 GE .H 
en E G, bil E CFL AR PF. 从 而 由 定理 4.10. (7. ie ,= 

“满足 (CF, 条件. {X Ae X dos sz ZEE Llog LEES 
hic. 由 定理 4.4 A orara. e MCCC — BLA BIBLE 


BOX SOL, ATX EN? Ja. e KAF D X Io AX. Xil 


可 积 性 易 由 法 都 引 理 得 到 . 

- 面 结 旭 订 以 很 容易 地 推广 到 以 RE 为 指标 的 情形 . 

定理 4 15 Ri or E R NA URS BBCFOSE EU ur 2 8 
Log L FEES TE Ej ER (X... 2 € RH Ja. e. KATARE 
H. 


第 五 章 B 值 & 


在 前 面 三 之 中 ,我 们 研究 节 是 实 值 轧 、 实 信和 于 型 序列 及 实 值 多 
Ti er Eh. 从 本 章 开 始 . 我 们 将 要 研究 B RB (CDL RES PESE 
Si i80 B HANE. B f SEIT) UT 9E A88 PS HER HAE COT CR, 
[53]. [54D - (RE HAC RE AE TOTO. TE s HUE XU E Za 
4r p e ATLAE d] d T A A A A a.d t.i B toux 
”一 理论 的 研究 ,无 论 十 其 理论 本 身 , 还 是 在 其 应 用 方面 部 已 有 了 直 
富 的 成 果 . 这 里 我 们 将 介绍 这 方面 和 的 一 些 基 本 结果 和 和 重 刘 技巧 , 包 
括 我 们 在 这 方面 作 的 一 些 工作 . 从 本 章 开 始 , 如 无 特别 声明 ,我 们 
讨论 的 随 林 变 景 均 少 了 玉 值 随机 变量 ,所 论 及 的 收 筑 ,可 测 , 积 分 与 
Ak (t HET Hr o ur RTA. Bochner Ur 45 38 2e (P3828. do 
Hi — FÉ. 几乎 处 外 成 立 的 等 式 或 不 等 式 常 党 去 几乎 处 处 符 与 a. 


$1 定义 及 基本 性 质 


EM LI 设 六 二 {EnENI 是 B 从 可 积 适 应 序列 , 称 
X HBR. mE 
EX al =A YEN. 
ATRE XA RE SURE m TE TEE. 
4M I2 Rise RAER, EAE E 
FF o REUE. (X E Are ARRAL REDE , 若 满 足 : 
OD XH — cea X 是 到 ,可 测 的 ， 


C2) 对 任意 s. A. sS UH E(X, =X Rt, TE iN X 
(Xo CdA B (ER. Ti ASN 时 ,上 述 定 义 即 为 定义 
L 


— 


8111 D RXEL, A PBA, an EN) S A 
EFIT o REUT 9I, & X, SEK Fn hn E N MX, Lun 
EN} 是 B Es. 

(2) fS BIO PAT: 

Q-—[0.150..57 = [0. 1? d1 — Bf Borel FP SE. P AX 5 上 的 
Lebesgue 测度 . 

Wine NIE B PAHE EPI 

POLEST 

K= Gn cx Med Go rT 

A. cm Grano xs. h lroa tr td 


Gn Harrr dh, iyd GE x; tae rh, Dt 


HG —sNNEe6XQOEe NULL E une NR BS. 
定理 1.2 I X={X ,AnEN}) 为 B ERN cC T.V rE 
T Go) li 
G ULXLI n EN AEREE TE, 
D ECX. 7,2 — X. 
vae n fix ladP < fix | aP. 


证 (D 对 任意 snE Nm 有 
EG, |) X. 
& ECUX, I 29 l EX ) | = | XS LV mz B 
LXI nE N} 
HAE EE TB- 
(2) QS X, E WAKE ACIR 
226 


YEA LE. 


iT, 
:fr 

d (max t. o ā 0-A F, 
i fe, fp AL. 

5i 在 0 一 A 上 . 


METET). H 
[xar = [x.ap = XP | Xn 
A n a" A 

aD 


E] 


= [Xn — [ Xd P. 
f n” A 

IPT 人 PP | Nd 

E ^ 5. ga 

= Nedi Nu dD, Cz 
x D A 


E 


max r^ 
一 X max GP 
177 min Tav -il 


Ix... dP 一 fxr, 
fr I] 


类 似 本 证明 
[xar = [x.ar, 
4i iz 
于 是 [x dP = [x.ar. 
D ü 
d G. 1.0.20 两 式 得 


[xp - [xar. 


A 


BB ECX,L57.) = X, 
GÀ) V A € 5", qH (OD RAA pEi 
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ss 


jx aP = [t EXIF) nap 
A A 


< [gctx i FDP = [ 1 X. 1 aP. 
A A 


5M. 1.3. RIX on E NT; B (RREELAE RE PLE 
supE X. xe, 
W|EROX..0€ NES CBYB SH) GEI T CB)3S). 
定理 1.3 i X—(4 X... NM& B (npn 1. 
(1) EX, n € N 属于 5) 类 , 则 Y A0. 


Pisup || X, i >23} <4 supE | X, fi «oc, (1.3) 

EA ET 

(2) 35 X 3g B iy aa 有 
P {sup 1 X, | 2A C Isup£ | X, |, (1.4) 


(D S XSEX, F OnE N,Krp XEL, PB), H 
V AD 有 


Pisup^ X, | >A FEI XM. 1.8) 


证 OD 对 每 一 固定 的 wnEN, 令 
An = {sup EX. I >A} 


定 文 gz 如下: 
minit N nm, | Xt || >Ap E oG Ans 
c(o) 一 | 
im. 否则 . 
[ul JET, 且 
ax] [XLI dP sz EI X. supE | X.! < oo. 


在 .上 式 中 , 令 m2 立即 知 (1) 成 立 . 
(25 由 定理 1. 2030 4 SHE —- c€ T B 


EJ Xh = [XAP < | I Xn dP < supE |X, 
nac 
n 


BHGo fiiis 
P {sup | X. || A) LsupE || X. ll supE i X. 1. 
JEN re A ngk 
(3) 由 于 Ya EN ,有 
EIX, = [VEG laP<fIXIP E] XI. 
n D 


BX C32 I S. 
£L 

定理 L4 R X= An n EN E BEM X, oN, 

WN, ONT 
L! - » 

db RP X.——ÀX. , 则 对 任意 00.01 82.0.3 44€ N Lii 
得 34 s. nzma d.d X.Q— X. || íe8. 固定 mn IMAS X,.. 
Sonam) B (£8 E EE 1.3(42) 知 

P {sup | X,—X. | 2e) sup | X, X. ll ize. 


这 说 明 {X,) 是 几乎 一 致 收敛 的 Cauchy FE]. ME CX a. e. ics 
又 序列 a.e, 收 全 的 极限 与 LP 收敛 的 极限 是 一 致 的 , 套 X AX s 


a... 

3E LS SXCL'üG.S .PIBYOp« o), F n€ N) 
是 F 的 上 升 子 = RUFA WAX SEO L6) 97, € N) £A 
BAFE, 5.0. Ha. e. VK SP. ECOX | 入) 其 中 多。 一 
eCU s. 

证 因为 X=E(X| OSEE |E Y n€ N,3E 
BEKE OCE F w PB), BREL SEE XL VOR ase. 收 
HP EOC|57.), RANER IER XEL O, Fo PRT 

ECGX |F, X. (L a, e.) 
WE XEL Ao PD. h FUS, WARRE LO, S o, 


PBD RRE AER e>0, nie Ü 57, RRR AER X 
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EH 一 


一 X' ,< 二, 由 于 XX' 为 简单 函数 , 故 存 在 吉 , 当 n 之 mw EXE 
ES 可 测 的 ,这 样 ,对 一 切 nz2n HH 条 件 期 望 的 Jensen 不 等 式 
有 
I X.X E, & IX,—X XX M, 
= | EX |F DEX NF n) IE, edP X- Xp, 
x2l| X— x'| pE. 


BI XES OEA. 再 由 定理 1.4 立即 知 XSEX D 
X su e.. EELE. 
I3 PES 章 定理 1. 12(1) 的 推广 ， 


§ 2” 著 收敛 性 与 B 空间 的 
Radon-Nikodym TERR 


RDTXdB-. ,我 们 已 经 知道 只 要 它 L H Ed» a. e. 收敛 ， 
下 而 的 例子 涪 明 对 于 B (ER. — REDE, 这 个 结论 未 必 Sar. 

$821 $ B= C, (la, CR, a,-n0(n-700)), C, BUF E58 
By REG Ee U Ce 是 Banach 空间 ( 见 [55] 第 四 章 例 2. 设 {e} 为 


Bernoulli 序列 , (e, ;为 C; 中 通常 使 用 的 基底 ， 4 X X & Coe, 


SF, —mo(X ee X) nml RR X ULIS unm C. iih. 
Xf n1. 1X. | o1 A supE || X, | I.E X RE D'ARE 
的 ， Bi (X MEA BE a. e. Vr EX. 因为 
Xo X. ed er 
所 以 | 
IX—X, | ml eoi Deli l] Ten... 

BUX VE WIE a: e. KO X EN Xa — X. d mV nus BEDA 
(UL) BAS Let. 

o ORED HRB EIR d e AIOP ENS RS EUEAgÉB 
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Hp Br Radon-Nikodym HA BECRNPO. 为 此 ,我 们 先 介 绍 一 点 
Brie SEM OCA dec 

EM 2.1 Eg Banach Æ h B Xr HEp SR zs [a] (2.36 LP 
Radon-Nikodym 性 质 ,如 果 对 定义 在 7 EU RAE PERM 
爹 可 加 的 B ME A ,只 要 pe 人 <, 就 存在 天 EDD. PB) .使 
得 


BCA) = |Xar.v AC. 


d: B xp THESES [RESET Radon: Nikodym TEN. WE; n 县 
H Radon Nikodym TE Mr. fip £g B Hof RNP ubi REX X emn 
N 导数. BA u— X PA RA. 

B ORP. 138 系 8) 或 [56]( 定 理 220; B. RA RNP B X 
PRT AoD [o D. DORÉ RNP, Hp eTo, OED 
中 一 切 Lebesque 可 测 集 组 成 的 e EXE D Ji Lebesque iE. 

我 们 知道 实数 空间 民 有 共有 RNP, 常用 的 具有 RNP (fü ug 
自 友 空间 (特别 是 Hilbert 空间 ), 可 分 共 力 空间 等 等 . 0S Hoff RNP 
的 空间 有 Co 等 等 . 这 方面 的 结果 可 参阅 [57]. 

定理 2.2 设 B jÈ Banach 空间 ,出 下 到 陈述 等 价 ; 

(D BBF RNP. 

e» ATTE XD BO EIDIOD. S. PO EP cxx 可 积 mj Bg n dg 


SUD 对 任意 概率 空间 全 PO E FC R B PUER LI ux 
证 (OQ ELAR on ENE scq pu n (e. n 
每 … nN. 令 


A 一 Ix. dI. AC, 
pier - Wk. xt HAE. Um je, CARE di 
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HCA) — lim CAD, Y AC .. 
由 一 致 可 积 性 知 .x 是 完全 可 般 的 ,有 界 变 差 的 , 显然 EP B D 
4:3 X.€L' GO. PB [B (8 


MA) 一 [xav A€ x... 


1 A 
pi dp, at nC N.IER ACE O G 
[x.ar = (A) = aA) = [xar. 


kE XSEX. FY ne N.RISERE 1.5 EHH X, "x. 
(2) 二 (3) 为 显然 . . 
(3) 二 (1), 首先 我 们 证 明 : 荐 43) 成 立 . 则 以 向 右 定向 集 为 指 

Bir E — — SUR FORE L' ure BEER, SEC ATAHE- 

— SCR YE 6] BR HP 入 为 向 右 定向 集 , MA, S at EAA LI VI 

BWX EARE L ESRB Cauchy 族 .于 是 ,3 e>>0, 使 得 对 z 

€ A, TETE uv € Auot oZ || X.— XL lh ;z2e. A I. EX. 

— X, |lizee 8X | X. Xi |l ize ERAEN ETER e nzel)c 

4, 使 得 

| X, —X, il že, 


MA S nDNA- RA 0 B ARER L KA SO» 
E. 

下 面 证 (1) 成 立 . 证 ps 多 一 B 是 完全 可 加 的 ,有 界 变 差 的 , 关 
T P AEGI B 值 测度 ,由 第 一 章 的 定理 3.1 及 定理 3.2 H y 
HERV, 是 定义 在 5 上 完全 可 加 的 关于 P 绝对 连续 的 非 供 有 
限 实 值 测度 ,由 经 典 的 Radon-Nikodym 定理 知 存在 EL, F, 
P:R) S 


VA) = [ear v A€ s, (2.1* 
a 


邻 IHi-—i-m-— CAL A tt AL A A, HAE. UA TO. AE 
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S VAAS GIK SUI nze1).H FPág SCOETEUSCZUWIT Lom € Hs, 
€ Hn, im. BTE E GE HER" AC m—drfeBC€n.ddédACB.a. 


Vv 
e". WE UIS RED RE f. S POXS VV AES, N 


SPOAREN. 对 任意 m— (AA: ASEN EN 


-y ELAY ly S^ BECA). 
X. £m PA Y m P, V.OD l^ 


SU, A g(n) — gi A, LÀ nu A). 
ih [58](98] 16. 2 X — (X, 9 ,.n € IH) CO. 57. P) 上 的 B 值 
Sod DeC VA. Y A € S. BOX XE de SO PER 于 
是 ,存在 六 € LS, B), H 
lim [ lx. — Xx. d dP =0, 


fz] 


从 而 ,对 任意 4 和 多 ,有 
lim [rar = [xar 
Gr = {A0 A) € MEEN) — {rE Hon <ar) RE IE 
子 向 石 定 向 集 , 因 此 
im. [xa = Jar. 


I SRTEL X, 的 定义 及 (2. 1) 式 得 


dV 
— 7 at 一 7 L8. 
HAY x-a = p V.d» 
[5$ y jr 
| pma. 


A 


PiX rE mM ELR A A E a.e 有 界 的 .从 而 3-5 
六 是 可 积 的 B. (E B ELTE RE. 这 说 明 下 具有 RNP, 即 (1) 成 立 . 

由 上 上 述 定 理 及 例 2.1 立即 得 予 面 推论 . 

推论 2.3 C, 空间 不 具有 RNP. 


定理 24 PIa paa E Banach "EBD. d] o HR obw 


fir: 

CI B H4; RNP., 

(2) APTE BEBE HERI CQ .PO DRE - L^ PE NEHAER EE LÀ US 
Sim]. 


证 (Deh. OO B digi 2.2 PU Bg SREO. HE 
J42.2 818 EA RNP. 
(OD (25), EX, F n E NO SURO ROLA’ E 
LAE B PR T pmi A EE Aa e MRN 
和 的. 由 定理 2.2 4 TRXYE N. EL aa 
PSBOE X, Asy. .H. X,—ECX. | 各 .由 定理 1.5 RGE. 
ENL le RAE Xoi Lr 可 积 的 . 由 于 X, 一 >X。, 则 存在 
Eim A ENION 使 得 
Kay tK aoa. e 
由 Fatou 3| EE (S 
El X. | ^slimE l| X., li ^scsup£ fi X, || ^«eo. 
这 就 证 明了 X. L 可 积 的 ,定理 证 举 . 
下 曾 我 们 来 证 明 本 节 开 始 提 到 的 前 是 ;LL CE PE B (iih a. e. 路 
SHH RERE B 具有 RNP. 
定理 2.5 17 BÆ Banach 空间 . 则 直面 两 陈述 等 价 : 
d) B RU RNP. 
C2) XL EE EE BE ZEIRECQQ. PO bird L'U SEES B ffe x— 
UX, 8 EN 存在 一 可 各 了 p" X. Bf XX... 


证 《2 一 (1)， 对 任意 概率 空间 (有 ， 上 的 一 致 可 积 
B f 550X,.30,.n€ NI. BT IX, NHÉL SEM. NU 
(Xanta. e. MS PAL CX LE! ECC 再 用 定理 .250 B Hifi RNP. 
(DO. 设 玉 二 {RnEN)} 为 任 一 概率 空间 (3 


PERL SN Bp aj AO. 


minie Na Kter i PA, 
gi— 四 - ü PM 
i lee n AC) d EA 
则 Fa € T. 当 ee i epo 


1 I 
: oo HE, I 
&up 5 Ña aal) d SA. 
EK 


而 在 tex<>= 了 上 ,有 


lim | Xora l = i Xe 
1. 243 
; 

| EX dP xm | PX. 


dere 


H Fatou 2| HL S 31 


dr 


"PP 


«x lim] | l Xaa dP 
5) 


< sup] EX, d ar. 


EM 
n 


由 于 在 10; «oo; E 


XQ 过 Xa i UE 
[supi Xan dap = | sept Xan ban 
g MR le PEE "EN 


«ae | px,pap 


<A + supl | X, || dP < o, 
uc u 
ir 
由 定理 ]. 2005 XL eT ua. ew) 是 B (à gu 
令 Ai U AXE X) ,用 定理 1.3 得 
PO) ^S PCU KEX anu OSP sup ll X. | 


l 
EFDA p 


而 {Xonar}? 与 X 这 


ZU 
E || X, li --0(A 022. 


Pi ETE RA A LE gig. [B ER 
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pr, pp 


rr 


X4 nc N)—SRTTR, 由 定理 2. 2 A X, pon EML dH 
由 定理 1.4 AE OX Da. e 收敛 于 其 L 极限 . 这 就 是 说 ,在 集合 A 
EU. n€N)a. e A28. BE PCA,)—0(A- oo) , B CX, oa. e. it 
St. WERE a. c. RS ERR Xost Fatou 3| BiU X. ETR G. E 
理 证 毕 . 

上 上述 定理 的 证 明 采 用 了 停 时 技巧 , 它 是 近代 著 论 研究 中 的 一 
个 非常 重要 而 且 行 之 有 效 的 方法 ,这 个 定理 还 有 其 它 若干 种 不 同 
的 证 明 , 读 考 可 参看 [56].[59]. 


$3. HURSSESC 5 Banach 空间 的 凸 性 及 光 梁 性 


本 匠 中 < 总 表示 常数 ,即使 在 同一 个 式 子 的 不 同 地 方 . 它 可 以 
表示 不 同 的 值 . 

M 3.1 设 B E Banach 空间 ,其 维 数 不 小 于 2.8 的 凸 性 模 
与 光滑 各 分 别 定义 为 

$&G)-int(1—3- l zcTylixey€B. 


lxl-—l»l-1lz—»l-s Ox». 
(s CO) sup E (| rtyl + izy — Liz y€ B. 
Izd =1, yl =r} 220). 


Fk B ELR UDH V e0, A 906070, 8k B RE qe C— SD I 
(2xg«00), UE E Tr E ER >o, RE S OS CO ZR ce ERB 是 一 致 光 
请 的 ,如果 ox —o(D)c--0. E B f& pRO ER OD. 
如 果 存 在 常数 ">0: 使 得 eu CO cec PEB 是 g 可 后 (或 pp 可 光滑 ) 
的 ,车 它 具有 等 价 范 数 使 之 成 为 g Pu OR, p RDH. 

定理 3. 1 设 B3 是 任 一 Banach #0. AHAS B* , 则 有 


£g Cr) —sup(  — ase) 0e 人 


证 首先 我 们 注意 到 对 任意 er> t 
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8 CE) p (CRT. (3.1) 


S3 bGETCBOelxl-—1]»it-—1.]x—»l-e6eX2z':€ 

B' 使 得 
Pe t= ły i=l. 
r'Gdy)—daxcTy! ] 
y'Ga—y-lz-xb. 

则 


26s: GOZE || x^ zy || o d zt —ry' b—2 


zEx'aubryj)kdx'y-rty'vy—2 


=r" lety) try" lr y)-—2 
= || x+y l Hre- 2, 
于 是 2 一 l z+y | 之 FE 一 268 ir), 
由 此 知 (3. DARI. 
另 一 方面 , 令 zx'.y*EB': 且 x 上 ==1, | yt | =r X a 
0, 存 在 zx,yEB. 使 得 


Tzl= yl =z rty rE | Hyt | 一 a 
x yy yr ey || -—e. 


于 是 

| xtd d xt—3x d Sr ety xx yy yta 
=r" (xd y) y" Gr— 32-28 
X |l ety ll cl ry l 4-22 
<2+2sup] E BC) 0LEL2] + 2a, 


从 而 由 a 的 任意 性 得 
Pa sup| EO «ce 2] . (3.2) 


由 (C3. 与 (3.2) 即 知 定理 成 立 . 
推论 3.2 Banach 空间 B È q HAE A (Je HC E [8] 
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B'i p R OC eL D. 
定理 3.3 设 B 是 Banach Z3]8], 12 ps2. WF A Be de ST 
的 : 
O) B E p 光滑 的 ， 
(2) 存在 常数 c0. 88 
(ety lt esy ll 2a leh yht x:»€B. 
D EER RAE To 代数 CY CH HEET 
可 积 的 B AMDE X X E 部; 可 测 的 ,7 二 1,2; 并 且 潢 号 
2X = E(X J2 | l X ll va. e.. (3.3) 
my . i 
EK X it- FX, li 0 POSE X A 197. 
(4) 在 在 常数 上 ,对 任意 L 可 积 的 B ARX Z on NM 
supë | X, I^ « E X, MESE Xa Xl 


n= 


0E 首先 我 们 证 明 下 面 的 事实 :B 是 清光 滑 的 充 要 条 件 是 存 
在 常数 上 >0, 使 得 对 一 训 x.y€ BR 
Eatyl Les ls Ee [1e 1105]. 
事实 上 ,对 任意 sy EBORI xcyse0) H p 光滑 的 定义 ， 
ISI SN LA 


Xo 
Il Ta crt 


PT Rubeis 


T TOT ii | — ]&pa(r)mr', 


z O oes Lec ID e E [14 IS). 
R2 ETER ERY esca 
lou ry DSa dyluÜo c 
Lo og detyt + E y. s il zai CR: 
138 


则 对 任意 x.y€B. I x il 一 1， ll Y li 二 +, 总 有 


CL ee» l+ zy) Kkr G9, 


从 而 

DatT) SS Ach. 
BD B E pi 4&(]BJuEBHERER E ; CI (22 (30 (0 C23 
—(1). 


COO (2. IE B E p XE). ER x.y€ Bo rcky-—0. 
则 (2) 显 然 成 立 . MORONE xy, h EUER ACE ZEE 470. 
使 得 
SU eee E Ded 


ivl 


—»l!—tCixiü-—iyl»]sixll x [E 
Ellyll a&i ri W etat Y esh S2. AHAA 
xx 


u^ abu^ (u—w).u SIRO. pl , 


E Jeto tle — |) dnd dol ev Rl p. 


我 们 可 以 得 到 
E diatyh’+ ey 
SALG ei + a+ G ek= Es 7) 
+e liz æ I 205 


. {xl* 
It yt pel yl? 
= | æl tH?” tek) E y lê. 
关上 | 守则 上 x 十 yw y i z-yl 2l yl. FE 
bbs Et tassi OS lel ty. 


$ c2" y [2--2^pk ]. 则 


Tepe pe 7 Rr EUER URP a n Áo Dom 


HxTyl*— d z—yd^s2tzi*tel»l^ 
即 (2}) 成 立 . 
(2)? (3). Hi sk ft BIER) Jensen 不 等 式 及 (3.3) 式 得 
ECI 2X,— Xil ^ 5702 | 2X ECGXSIA IE? 
zx. 
.Es&mi A Nu | X. d^ 后 ,再 取 关 于 多 ;的 条 件 期 望 , 并 利用 (2) 便 
得 
ECA l*- XI OA 
«EG JI X, ^41 2X,—X& 1 010157) 
KIE XV ll^ 7) H-cECI Xi— X0 l ^i). 
RR k= 便 得 到 (37， 
GDS, AR F nn EN L 可 积 的 B ies v 
| 22, E Xaa 159, | = Xe n0. 
这 说 明 (3.3) 式 成 立 ,于 是 由 (3) 得 
EG IX = EEC Xaa AX 71575, nO, 
因此 


EIX I S ELX lC + RD EX = Xl 0, 
所 以 
sapE I X, f| * «x ENX Pr DENIX X^ 


即 (4) 成 立 . 

GO). HEE r yE B, Bemoulli 变量 6,4 Xo r, X =r 
Hey X= X nE S0 Xa X e X n0 WI Sus 
EN) L 可 积 的 B W0, h ois 

$O y lt E zy 10 Val 

—EC xciyl^— | ll^ 

-EJ|X,I*—-EI Xli 

KHE | X, — Xa | *-&Eflevli^—Rl y l^. 
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BDc20 Ear. 

(25 CD. aír) —supt ji ll zd» dor dzx—»l3—1: 

z yE B. lx | zi, y| =r} 
1 P 

«sup [ 去 Clz+y1+lz-yi)] 一 
xr.yC€B. | x | 21. Ny =T} 

<supf 3 | xcyd^c-dx—ylf*2—1: 
z.y€B. lb xl 51, l yl =r} 


sier". 
这 就 证 有 明了 B 是 e cag. ED ORE- 

HX p 光滑 空间 是 自 友 空间 ( 见 L60j); 从 而 具有 RNP. 这 
样 讨论 在 eH m MEAD RAER ENE 

定理 3.4 EBE p AMEN, X-2(X,M.uneNO LN 


积 的 B ffe. uA >， 之 E| X X, d ^«oo,Wyfrdk L 可 积 的 B 
TREE LUE EE X- (E 
X >X nsa. e. GL). 

证 山 定 理 3.3 得 知 supE l| X, l| ^ eo A P 光滑 空间 具有 

RNP. B E JE 2.4 和 定理 2.5 知 存在 B 值 随机 变量 X US 
E || X. || ^«eo, 

H XX... 6 CL. 

定理 3.5 (BÆ Banach FH ASP, WI T 9) RESET; 

(1) B RFE p 光滑 空间 ， 

(2) 存在 常数 c 0. (BISOSEIEXEHOH p Br HU RIX, = 


DDF on RIPA ET X.OM^CDIELDII S nml 


i=] 
(OD 对 任意 L 可 积 的 B (38 (X, — D De on Zl. 
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83 Eb X, 52 c eo T > Osa. e.. 


=f P 

证 明 参 见 [611. 

下 面 的 定理 刻 划 了 962 和 9 拓 cc) 凸 空间 ,证 明 可 参看 [6?] 

定理 3.6 设 B 是 Banach 空间 ,2<so<co, 刚 下 面 各 陈述 是 
等 价 的 : 

CO Bam. 

(2) 存在 常数 c>0, 使 得 对 任意 zy € Bog 

rty li ll z—y i2 Ee ted vl. 

(3) 存在 常数 & > 0. 使 得 对 任意 L^ 可 积 的 B (pb CX, .7 ,1 

ENIH 
supE | X I Ze E X, LE ERMEI X. —X,|*. 


GOD TERRADO, 着 子 v 代数 名 CECS, IERA 

可 积 的 B 值 随机 变量 X,,X; E, Ea I= E E 
| 2X E(X p 87, | ze ll X; E sa. €. 

则 

ECCE XI*— I X, l0 57, XREECIEX—X.; F 

定理 3.7 EB 是 Banach 空间 ,出 | 

(1? B f& g PTAR Sq oo ERR I RETETERER c0, f 
得 对 任意 可 积 的 B (BR (X, nC NV 


esupE | X, SEX] SEI Xa — X 

(2) Bé p RDUBBI CI p DER ACER TENE Coo. fh 
得 对 任意 L^ PERA B EBX, A nC NY 

sep£ | X, P^ & £EIX l^ DE| Xa X 171. 


这 个 定理 的 证 明 可 参见 [62]. 
下 面 的 不 等 式 见 163]. 
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定理 3. 8( 极 大 值 型 不 等 式 ) 设 X= QUELS EN) EE 
8 RETI r RE Un €. N} 有 限 停 时 ,车 lim inf f X.dP 


Ir 


= 0 MR EE A2» 0,8 


PimaxX. m xl f XP. (3.4) 
[rw cd À =- 
(i 


证 首先 maxX 是 实 值 随机 变量 ,从 而 {maxX 之 à) 为 可 测 
f.m 
A. = XS Z8 AAA, 一 {1 
TRA E Fak 之 0. 由 计算 易 得 ， 


XdP = Y, X.dP 
i my Xi ` A79. max Xim mi 
git tiatia] 
= 5 X.dP 
m=} k=0 A Nirma 
-»3 X.dP, (3.5) 
159 mmt a Nn} 


PmaxX,; > A) 一 Si POnax X, z= A,r = m) 
uean Ea "n-ü giga 


iz 
=15 f xar. (3. 6) 


679 a rien 


由 于 A: 1 ir omo € SM om = k h FAE 
XidP- | KdP+ X,dP 


An Ae f A Fit 
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ee i pi 


« f X,dP + X,adP 


A,n ir A tet 
< | KdP + | X.adP 十 f Xid P 
AD r= AN fr- e 11 ALD EA ZI 
«MX | XdaP+ XP nz. 
m-5 a irem A, ient 
申 定理 假设 有 
lim inf KdP < lim inf Í X dP = 0. 
UT An AIS osa 
p 
X4P« X | xr. (3. D) 
A TRÀ a=k a fitm 


HiCG. 55, C3. 60 E C3, D 式 立 即 知 (3. 40 式 成 立 . 
推论 3.9 设 耻 是 Banach 空间 ,其 = (X,9257,nc NB 
MB EE Un, € N) EREN Elim inf | |X,lldP = 0， 


TIAM 


WXHIESAIDOSGE 
Pimax} | dx — G5 
wiir (es xn 
证 ”注意 到 | 和 | = XF nn E NY d3Em SCRIBE 
用 定理 3.8 立即 知 推论 3.9 成 立 . 
注 3.10 CD 对 任意 (9, € N) 有 界 售 时 rt, 条件 
liminf | IXP 二 0 自然 成 立 . BOE. B (RR X 及 任 一 {多 ,sn C 


irat 


N) 有 界 停 时 r,(3, D 式 成 立 . 
(2) iE X = {XF nn € N) 是 一 致 可 积 的 B (Bh og CER 
(P, € N) 有 限 停 时 ,条 件 liminf | XiaP 一 0 亦 成 立 ,故此 


trn] 
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Ef C3. 80 式 亦 成 工 ， 

(3) i B {ER X — (X... € N) RtE—UF n € NY 
眼 售 时 r 满 足 条 件 ;存在 常数 c > 0, 使 得 对 一 切 xE NR EX. 
<en H Erao MGD 式 成 立 . 这 是 因为 由 Cauchy-Schwartz 
不 等 式 有 

| IXa < CEWIPP Cr > 3i 


dead 


x [eae T n)]* — Q (n — h 


(4) IB AER X — (X, — 22D Fan € N) BERT n 


€ N) ARER rW ERE, ID.) «oo REC. 8) 式 成 立 , 这 
是 因为 
| ax.laP < E( ID Des 
ie imo 
< E( DIDA) is ~ 0 Gr 9. 

由 (4) An [64] 的 引 理 2. 1 是 上 述 推论 3. 9 的 特殊 情形 . 

推论 3. 11(Kolmogorov RU SERO — WEOX = (X, un € 
N) 是 平方 可 积 的 B (Bue 是 任 一 {多 .,n € NY 有 限 停 时 ,者 
liminf | X. IF2P = 0,0} 


Ir ny 


XP (maxllX, ze 2 sz EIX > 02. (3.9) 
定理 3.12(Doob MPA) — WEB Æ Banach 空间 ,区 一 (Xas 
F.n EN) ABER, r 是 任 一 {分 .,n € N) 有 限 停 时 ， 
(D 若 liminf | |X.llog* XaP = 0, 则 
[rub 


EGnax Xl) 多 — 
DAET 


e—]1] 


a 十 EfX.llog^ XID; <3. 109 
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(2) 若 liminf Í IX. dP = oce > 1), 1] 
un Ir2-n) 


E(maxilX, I^^ sc SEIX 7 19, (3.11) 
其 中 常数 < (L5 p 有 关 . 

证 $t—rAsQZZzOEl(nzmodx3G.ae NE 
FARA, H r tr BERRY, — X99, 一 Fn EN, 由 定理 1 
2 AHF, an € N) S BIER. {YF "yn € N) 为 非 负 实 什 
下 载 , 优 第 二 章 的 定理 1.5 的 证 明 可 得 


Emax] ZD s; 
MRN 


+ IY ID s» zm 0, 


(3.12) 

及 
Etmaxlly, [^^ c a^EIY. I^ n zm 0 (3. 13) 
| Hp > 1 T S L RIR EIX, logt IX. < oo X 


EX < eo 分 别 成 立 . 否则 (3， 10) 与 (3. 1D. 自然 成 立 . 由 于 
max l|Y; A > max IXa] = max1 .| ,在 (3. 122 std nc oo 两 
tiga taig oo piir 
DRRR, HAARA se 18 FL UE Ae HE 

Emax] XD = E( max |[X., D 

Ogir D iles 

lim E(max [[Y.;]|) 
ro IW I 


i 


PE lim (1 + EllX adlog EX. 


Il 


lim(1-4- f IXillog IX.a 


e 
&£— ]. 
fral 


+ | üx.ltos* IslaP] 


drn) 


i + ElXMog7 IX.ID, 


BJ C3. 100 式 成 立 . 
f£ (3.132 RFG n —9 ee 两 边 取 极 限 , 由 单调 收敛 定理 及 题 没 
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条 件 得 
E(max|[X.]^ = ECmax |X lD 
Og ir Misio 
= limE (maxllY D° 
ESI iign 
< q^ lim EY, ll^ 
<g'lim| | lxdrdP + | ixar) 


irxal ir 


= PEIX GER Bo b Lm D 


4 c, = q^ BI. 11D 式 成 立 . 这 就 证 明了 和 定理， 
定理 3.13 {B A Banach Z1. 1 s p s 2, EF TREE BRE SE 


COD B 同 构 于 一 致 REN: 
(2) 存在 常数 c> 0, 使 得 对 任意 具有 有 有限 p 阶 算 的 轩 X = 


= YD. Sn RESF. n21) ERER r A 


EIX. s cE( US (3. 14) 
证 (2—OD. 由 (2) 知 : 存在 常数 < 这 0， 对 任意 具有 有 和 限 卢 
阶 矩 的 X = (X, = Pip. u51) AERAR RI 1 由 于 
n Un ) 有 限 停 时 故 有 
EX < E| SIDI = eX ELD n 21 
MEES 5AB IRF R AEREN. 
(2 (2. THE ZID j^] «oo. & e, mr A nnl 


Ir nzzlb G6. D ARERI TES Y. =X QE ML. 
nl PEY, F um 11 2g B. (8E d E EE 3.5 PN de. 
m 06815 p 有关 的 常数 ) EIRE nz 1， 有 

EIX. F = EY. 
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EM c» EIY; — Yl (Y. = 0) 
jei 


= cE( S M). 
TE EB n— oo, H Fatou 引 理 及 控制 收 敏 定理 得 
EIX s cE( 5D). 
这 就 证 明了 定理 ， 
EHE 3.14 UE B JS Banach 空间 ,2 所 9 < ec, R] T T BS pod 
等 价 : 
OD B 辣 构 于 一 至 4 IBI s 
(2) 存在 常数 = > 0, 使 对 任意 具有 1Y Uri B (i X — (x, 


一 DI Drs sn 之 1} 及 任意 { 多 .之 DEREN TIGE 


liminf | IXP = 0, (3. 15) 
Teal irri 
则 有 
cE( XID} EIX. (3.16) 
i=] H 


iE CD» CD. 对 任意 具有 4 MEH B GR X = (X. = 3)D,， 
久光 1}, 由 于 任意 自然 数 澡 是 {多 ,1n 1) 有 限 停 时 , 且 条 件 
(3.15) 显然 满足 ,因此 有 

cE( DIDIN) < EIX, ,Ym z 1. 
AT ERRE a MEH BER X— X. — EDF n> A 
sD EID < sepE|X, f. 
再 由 Pisier 的 定理 ( 见 [65] 的 定理 3. 1) 知 :B 必 同 构 于 一 致 4 凸 空 


f]. 
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(22 (2). 先 设 8B 为 一 致 & 凸 空间 . S n= rA nnl Ri 
EFEN co oo EAEE nlg 


cE( $1 D. If) s EMX, Mr. (3.10) 
m] 


事实 上 , 令 了 一 X PSA nL WYF nl) 为 B 值 
HEE n 1,7, 是 到 €pBy.57.Cc SU. E 

|2Y. — EY 1577 240b = Yll. 
由 定理 3. GH: TEN Wc 0.808 


-EE alle — WEO EY — 1 
对 上 式 两 过 取 期 望 得 
EY. d = ElY, I zx cE |E,- UT 了 ,| «n == 1. 


FPO < 一 ec 拟 1: 否则 取 小 于 等 于 1 的 正常 数 eH c BAJ. 由 上 
式 得 | 
EX -al = EY. 


n 1 
zcME[Y., — Y + EIY I] 
ic] 


Ze» EY mY Ya = 0) 


= ES MY, — Y, al 
= eE MD. 
KA EIX. < oo. 利用 单调 收敛 定理 及 题 设 条 件 ,在 上 式 中 令 
nox oo 有 
EIX. > c£ Y DI 
车 BB 同 构 于 一 致 4 (sil B A SEA CR Etro ADHERE 
变 。 的 值 ,上 式 对 原 范 数 仍 成 立 ,这 就 证 明了 定理 . 


定理 3.15 设 B RE Banach 空间 , 则 下 区 两 陈述 等 价 
CDO B 同 构 于 Hilbert 空间 ; 


(2) 存在 常数 c > 0,0, > ORE CERE RUE 2 Ur 5 B dh X — 

(X, 一 SD Sm S1) RER Ze 1) 有 限 停 时 = 满足 条 
件 

liminf | IXP = o, (3. 18) 


itaat 


则 有 
Ef Yun PIS EIX.* x e; E[ YI). (3. 19) 


证 ii K wapien 的 定 EXECOR [66 DA BT Hilbert 空间 当 
H B 同时 同 构 于 一 致 2 光滑 空间 和 和 一致 2 凸 空间 . 于 是 
(1)=>(2) 由 定理 3.13 与 定理 3.14 立即 得 出 , (209 O1. 由 定理 3. 
14 立即 知 B 同 构 于 一 致 2 屿 空间 .下 面 证 B 同时 同 构 于 一 致 2 光 
HFR FRE AERA RE mE on) 有 界 停 时 ,显然 满 
A SR TEC. 18) 式 , 故 由 (2) 知 :存在 常数 <; > 0, 使 对 任意 具有 2 阶 


A B {HM X = X, = DDF am hË 


EI X. «an |. Y ml. 


由 定理 3.5 知 ， .B 同 构 于 一 致 2 光 清空 间 . 这 样 ,B [A F Hilbert 空 
fg. 定理 得 证 . 

AKO 应 数 不 等 式 与 B 空间 的 9g OER p 光 潍 性 的 关系 ， 
Hilbert 空间 的 刻 划 可 参见 [67]J 等 文献 . 


34 LES es] 


F. John 和 L. Nirenberg[68] 于 1961 年 从 函数 论 的 角度 提出 

了 有 界 平 均 据 动 函数 的 概 合 (functions of bounded mean 

oscillation , 简 记 为 BMO),1974 年 C.Herz[69] 将 这 一 概念 移植 到 

B 值 灶 中 ,从 而 把 经 典 分 析 与 款 论 有 机 联系 起 来 ,形成 了 一 个 新 的 
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研究 方向 一 -BMO 车 .至 邻 这 一 方向 的 研究 仍 械 为 活跃 . Pal 

[71] [72] 等 . MRNA M 
3c 44 BMO Bh. 本 节 我 们 介绍 B 值 BMO gh. 

er XX € L'(Q,58.PLRO HE dEaZ» 0. fd [ear 


ù 


<h 
"M 4.1 4B EE Banach BALX — {nn Z8 4) E 
ASDO 上 的 8 WA £r X de BMO, Mia BMO, Wie z 0. 
mE 
sup EQN, 一 X, dei]. Z eA 0 A1) 
at B . sp JEAX, = Xl pz all. m os. (4.2) 
RMO, 8 4 Hity BMOM.BMOZ Sie Hio BMOZ M. d X Ji 
BMO, HU AEW X € BMO,M. 2? X d$ BMO; Sk. WAX € 
BMO;M.3:4 =) HMC X € BMOMGYE X € BMO MD ,并 
简称 相应 的 B (rio BMO fico BMO M). 
4 X fieno = up ECX, — X, | 58.0. 
| X ilmot = QUE. Ic] Xu — X, ponts. 
例 4 1 diner ee) EBUESNWOIMG ,P) bP AT iE 
立 的 随机 变量 且 Ptri = l) 一 i. aED $X, = Y n SM, 


£-t 


= grr ntron zm d.d X — iX nn Ze d, jid, X [SD 


m 
E(X, 一 X, TOET Sajje) 
, E—a—1 
EMEN 
Sl, box da 
<[ Dn) trsi e] 
BrB X € BMOM, . 
(04.2. LE ECOLS7 LP) 上 一 个 相互 独立 服从 标 


25] 


TO -rimam E p A PEE" URP 


准 正 态 分 布 的 随机 变量 序列 , 今 名 ,二 g(r) .六 ,二 
DENIM 


E(|X, = XLD < M ce 


所 以 天 一 {Xn F n I1) € BMO M. 但 是 ,我 们 由 下 面 的 定理 
4.4 FÉ X E BMOM, 

定理 4.3 iT BÉ Banach ZAX = (X 57,5 Z2 D B (ii 
对 ,满足 ;六 ,一 Aea e HX [REM ZI. GO, mDXTPJGG 
件 一 致 可 由: 则 六 € BMOM h RERET EIL 8. 使 得 

Eup EAX. Xu uM IST. x Bia. e. (4. 32 

WE GEE 3 X € BMOM . lit] di (4. D si fETE SE Eit 8. fix 

f£x* BER n m 1. [£3 m bnan 
EX. — X, MED m Brae., 

HX. — X. D 关于 AL KEET SERDER ax Bd ExSrp em 
co 得 


EX. — X, MIS S Bae nz 
从 而 sup EIX. — X. dM x B... 
Bl C4. 30 式 成 立 . 


充分 性 . VECAL 3) XU. HHE a B [Emen Ti 
ECX a — X, AO SEC. 一 X157.) ECX. 


m X, T2 09 
s EGEGX. — X. 36, 
Tf 


x. 2B.a.e. . 
M HE sep EQX Kd S 28 < o NX € 


.定理 44 VE X {X zd) &CQO.O6.D) bh] Bü 


BRL (D, D.) EX HRF. D = supl D, 74 
X€ BMO- MH D' di à «X € BMOM, 
iE XE BMO-M,H D' Sr C. 
EQ a — X. lI 57 SEAUX, — XM 1572 4- ECID,U [57.2 
S X lemom T CV Pon 5， 
MT sep HEX 一 Xi 之 oo. 所 以 XE BMOM. dE X 
€ BMOM. ERT X € BMO- M .而且 
IDA = EX; — X. | = EO, 7 X. MER EX sos 
EED — supl Dl S Xenon 0. 
定理 4.5 BEA = IX... zd dBidug.yx e 
BMOM-X'- supl X, € expL-[X|, 一 supfiX, ll, «550p 
Moa). i 
fib 4.6 1 二 a < o.t BMOM = BMOM. 
我 们 将 在 第 六 章 第 5 节 证 囊 比 定理 4.5. 推 论 4.86 更 广泛 的 结 
有 果 , 故 这 里 略 去 证 明 ， | 


$5 BER UMD 空间 


A38 135 HF Bi Ew. 4 MI PB) 为 概率 空间 
(2.27, P) 上 的 取 值 于 Banach €H B H ERES X — (X.. 
ST zm 

SEXO. WX — {X nl) EMA, PB) = 
Wn ZR) US n S 0) KE FFI, 是 含 于 区 :的 一 
PoR RR UO. = (O0. D =X Dp SX X 1 


o S DBD 2 1) JE X HMA Y, — DVD > 
icd 


D. fi Y — Yun l A XRF ASEM. IEY = 
X »V.iü 
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D; = sup ||D,l. D' zsupl[D,i. 
Iih ui 
V; = sup |V], V* =supl F, |， 
dxxims ael 
X; = sup IX.» X —supl X,ll. 
Y7 = sup l[Y,ll. Y'-supiY,[. 
MER aut 
I Xil — supX, [i£ — supEILX.1l^ 
>l "mL 
Irc sep Mom sp IY. s 
VOD PBS LLX. VY); X = {A 
EM. P B), V fS Fana) RIY y), 
V'a lY=sX V}, 
VB) = U 9 
MiA.. 
Utf2.57.P, B) 二 人 和 BT 
= |R Gl 
U (B) = LU UO. PB). 
-m 


定理 5.1 3HER WO .V.y»ev. D OPRROMERII E 
ce .有 

(1? [X ll c supE| X, Eoo limY., =Y. sa. 人 

OG» APO" SOKEA GSO Jhe WAN, 

GD [Y B se ll X los rire, 是 仅 与 p 有 关 的 常数 . 

由 第 二 章 的 定理 5. 8 (2) SE BD E CD sr. (2) 与 (3) 的 征明 见 
[751. 也 可 由 (1) 及 下 面 的 定理 5.2 知 (2) 与 (3) 成 立 ， 

现在 问 : 对 一 般 的 Banach 空间 B. 上 述 定 理 5. 1 中 的 三 结论 是 
否 一 定 成 立 呢 ?回答 是 未 必 . 国 为 车 取 VS, HB: Y. — X. 
n=l Yt =X", TRITYRUE ERI EES. 1 中 前 第 一 个 结论 成 立 的 充 
要 条 件 是 B 具有 RNP. 而 第 二 个 结论 对 任意 Banach 空间 B. Wo 
3E. 

定理 5.2 设 1<<p<<eo, 对 任何 给 定 的 Banach 空间 B. P5] 
án E 3s fr. 
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Ln 


(D OCV,YOE V OD [X I, eom lim Y, — Y « a. e. s 
(2) 存在 正 实数 c=c OD . fl 
(OX,V.Y)€ VOD-SAP(O' DOSAN [la A200: 
OD 存在 正 实数 c,— c, OD fh 
AVD EVS ,Se HE XI: 
(4) 在 在 正 实数 e—c D .使 
(X.V.Y)CVOD.Y' 21 a. e. — dE XI. 

证 ”首先 注意 在 证 明 过 程 中 所 涉及 浊 的 款 CES Gur RUE] 
总 可 能 定 它 是 从 原点 出 发 的 : 即 N D, —0. eU] fup p e d s 
(1 一 04) 二 (2 一 (3) 一 (1). 

(329 GO. Ez 10 COUR Lr ML RE FE IEEE 疡 存在 从 O IH 
IM X, S= Na NX S oe) Un zd n] Bid HS] v. SA TESI Y 
REEF o TEEUFSU ST VC jC Cen 

Y/1a. e. fRHJX;lsz2 ^. 
不 妨 假 定 对 -- 切 ZR. HE p (6g HE Cy LIS A Hoo TE STE a 
src BB do or, me US 2 TIME ERR 


Hj 使 得 


A= Ú UY, I 1) 


的 概率 大 于 二 BH POT 


J^ un lou e. LE Lo LC 
oV Tem Qut UT an p v qo 1' 


看 
ü Li Bra gF 
EEE, LN A SA, aS VM E ems 


pra uum LyU 
UU oni Qm AUN E, [Ed 
Lr — i4 cT xS 
ST. Lu mE aM LE zaQ V SE aat 


则 关于 这 个 上 升 的 子 了 代数 序列 
D= 1D, QUT D, «D e", Das, aT } 
V= Vo Vi Vatt Vayan} 


1 


是 可 预报 序列 , 设 以 D 为 差 序列 的 拷 记 为 ,F 关于 VV 的 变换 记 
为 G, 则 有 
Fou Xa. 
TR i 
IFI. < «x Ix, < 32-1. 


j—1 


由 Borel-Cantelli 引 理 及 (A. } 节 独立 性 性 
PG FEW) >P im sup[G,— —G, [77 1) 
>P dim supA) 
=]. 
5j OO E OOR E 
CS NV, YEV) Aiii X MAON E H Y, 
二 0, 我 们 证明 总 成 立 
PY; >D XD. nl. (5.1) 
其 中 是 使 (4) 成 立 的 最 做 常数 , 记 为 = 一 <04)， T Gs. DRM 
E REGE BIER 2i s 
事实 上 .对 任意 A0. A=). mŽx= 小 仍 为 


B. Ax XT Y 的 变换 为 EY 二 {2 7.= Nvxi i DO Wd (5. 
DRA 
eorf 


E lad 
Y. >2j < Xe 
$ nofi 


POM zl 


Jg cem zo HO Cui ar. iub. 1) 式 成 立 , 不 妨 设 (5. DX 

堪 过 的 概率 为 正 . 对 每 一 正 整数 job Y; QYY Ses) Rm X;= 

Aae Ape E up fili E A V= Ia Vis i EHn HX. 
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Dumb Pardi rm PERI a | 


VAY 24gCOCGV.Y Y HER I Y p 25 400 T- Bi uti T ffs xXt£— 01 jz- 
1，* 相 应 的 概率 室 间 均 相 同 及 = 代数 序列 {9 Lez 1 dÉdR rg. 
有 一 【站 
了 一 
其 中 e; eR (OY moRTEIS XE dy 9 EHT o 代数 序列 同 
E. RER na, HB 
CE Var S, mM 
P5 F A mV Em 
. ga Qm AM EE pe QU S a NV E.M S gta 
以 万 为 差 序 列 的 蒜 记 为 恶 ,下 关于 WY 的 变换 记 为 G, 则 有 
Fia X u Tuum titat ttia aX. 
于 是 
Im sem XH EC Haru) 
=X PY 72) 
RG'21..6 h ORe EE G. DRR A m C2 az. 
D=). KERNER: # [0o [0, 2 ) 是 单调 不 减 
18 ROC $C) — 0. ill B T 


dA seb). A70, (5. 2) 
4 d(co) —o» WI S EXE CXV. YO € VOD ,有 
EBY OSEBX), (5. 3) 


dm e (LESE c(t. DA PAA E e. 25. FEX $00 — 
A" FE. dH CS. 32 a EDI CS URGE. if EC. 3) 式 成 立 . 

TUE X 从 0 点 出 发 ,其 差 序 列 {D:} 被 非 负 实 值 可 预报 序列 
(V, HE EBD. W, HW, SF. aE aL. & 970.8 
2824-1. Y A0. 

pminfinilY.l224). 
v— infi» lY. l2» 8A). 
e —iniinillX,|2-8A 或 WW 六 4)， 
二 Tl. 


约定 inf = oo. WI uo. 0 TX GEHT. H e= Gn TS SD ER 
可 预报 序列 ,XX 关于 a WERA F F am, EES ao 
—IY'UDALRE.F'xGóA.WüXEÜS S e= coh YTA E, Ft 二 0. 
于 是 上 | 所 364PCY' 之 和 .车 GG 是 下 关于 VV 的 变换 , 它 亦 是 了 美 
于 的 变换 , 则 由 (2} 得 

PO SAAN NW A) 

SPG D-i) 

sse QD HE I / (8— A. 


内 此 由 (2) 可 排 知 
PY 0 BA.X" VW" SOSE SA, (5. 45 
HP e—3c0208/(8— 8— D. 由 [?6] 的 引 理 7. 13r Bp (8 
EDY xicEDOX" VW" 5. (5. 5) 


MEHI GS. 5022 8205] Davis 分 解 可 推 知 (5.3) 成 立 , 这 就 证 明了 (3), 

注 ” 福 意 到 人 Gn 法 1} 足 非 银 下 寺 , 可 得 

PS>- e= DALIG e—a, 

取 e-[3ct306/C8—8 —15]^. (5. DEUE KAF Bp ed HES A 
WEB (322 C5. 323A. 

(29 CD. IE OX V . Y) € VOD .XL 5, — EXE n 
L A Us nS L AEA ER. a AT 0.5 

pinfiniE T A e Eua zl. 
i F dé X KF a Ga HE E Lun] 
FIAT... 
其 中 Eho ERA h= EXCITE 
EF' AM [XH o. 
XY XY u GEHIE FAF V (np q.i c.m bitu 
(5. DAE E C5. DAR OD A i 
li/G| SEG" CEF «es. 
X di QE LAB fie UMD 空间 (下 而 将 给 出 UMD 室 间 的 定 文 )， 
iii UMD 宇 介 是 赵 笑 反 室 亲 [77]. 更 是 自 反 空间 ,从 而 了 及 有 
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ppp HP ret rr re -o 


RNP. P HW PET. 5 知 :G ae IX SIC Hi PE SR Guo) (XIX 
A 上 Y= 如 .从 而 在 集合 tf AP EY ace Ut BR. p APX DA) 
SIX [o «och Y ase. CR LBE CDU EL. 

EX 5.2 凡 满 是 定理 5. PICO OE 20, COO C B9 
Banach 空间 B. HA EX; MT 室 间 ,并 记 为 了 EMT， 

定理 5.3 设 1 一 ze. 对 任何 给 定 的 Banach = i] B. T fü 
命题 等 价 : 

COD GX.V.YOGULQGD.|| Xl, «o^ 

—ljimY,—-Y. "PAP 
(2) TFAEIE SEC em cOD L(EOX V YO ETUB). 
SAPIY DAEX ll (A0); 
(3) 存在 正 实 数 c, — e, CIO - fr 
(OX.V.YO€UOD- [Yl c EX: 

(4) TELEK eme OD LABCX V. Y) CU B). 

Yla. e, 21 XI Ze. 

ub ”类似 于 定理 5.2 证 明 ， 

Xx 5.3 idp, H Danach 空间 了 是 UMD 空间 (3 
has the Unrconditionality property for martingale differences}, 4H 
洒 存 在 1 3X cr 使得 

[aD eDim 6D. lom ED Ho Dl (5.6) 
对 一 切 B 值 款 差 序列 DSi D Ds) EH% SCU- TT) E 
( —1,2.0.JFidoy BE UMD. 

显然 ,着 BE UMD, 则 定理 5. 3 中 的 (3) 成 立 . 

定义 5.4 称 Banach 空间 号 是 所 凸 的 ,如 果 存 在 实 画 数 éB 
XBR. i; 

COD 对 称 性 ;Sx 30 — £C y DO. rex EB), 

(D ATE: Y cy € B.EGr RICH S0 DS B Ems. 

(35 £00,010. 


(D 二 (人 Ez 二 Ty GR Eel 1l ID. 

EB 是 实数 域 上 的 Hilbert 空间 , (x.y) 表 示 mr S y ZH. 
Gy) —1-- Gr , 则 由 内 积 的 对 称 性 及 双 线 性 性 可 知 二 是 对 
称 的 , 双 西 的 ,8 一 1 又 因为 

[idc Ge. x 2€ 32 lel yl 
= e= yl O-— lixll2€ — y 
PRA 25 ad cl vl A Ee S0 xe dr yl E B E E mi. 
定理 5.4 it D Ré Banach 空间 : 则 下 列 陈述 等 价 ; 
CO B dS ey. 
(2) BEMT. 
(3) BCUMD. 
证 明 见 [78j 的 定理 2. 2 与 定理 3. 1. 
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第 六 章 B 值 著 型 序列 


本 章 讨论 B 值 园 贸 序 列 ,主要 研究 各 种 B 值 款 型 序列 及 其 关 
系 .B 值 甘 型 序列 的 收 伍 性 及 收敛 条 件 ,B (EUM TESI d s NEC 
YEB 值 BMO 序列 ,B di Bet PL UE He dC ACIE B. CURSUS: 
SITE JF B3B Tür Dk ,等 等 . VE CO S7 的 任 一 子 o 代数 ,为 
方便 起 见 , 本 章 及 以 后 的 章节 有 时 将 条 件 捧 望 E O PEY E". 
我 们 知道 E" 是 LOMA .PBOSI L'OQ,88, P [BO (] 3E E EXE 
APOAK) A |E SLET PL 表示 了 在 你 上 的 限 
制 . 


$1 各 种 B D BUDUS LRL IOS Z 


EX Lg BEX-(XSS € NY BATEAS 
peo. 
OD f& X A B (i p SUBEST RE^ X. 是 工 可 积 的 , 且 
S EFX, a — KX, | eoo, 
fai fk B (1340 8B TÉ OUBR , t HR B (É p BUR OS po)JÉ B (t 
11 $5 ; 
(D HX 为 B fi OR FE. AE (FE C,CC, EE M, ON nz 
o.PCUCO- 1. H 
E?-X, m X. mE C, NO; 


OD SE XC Ba, dp 
POE" Xai EX nsi OQ. 一 人 站; 
(D Fr X 28 BHRR, toI EX, Jer B mk: 
(5) SEX A Bé p RAS, tp 
lim sup || E*-X.— X, || 05 
简称 BÉ I-—SsmuricvsB(i-rsuuri. 
(6) f X OX B fü p oki ER TERRE X, 是 L^ 可 积 的 ， 
HER 60. 
lim sup PCI E*-X.— X. || 2762-0. 
简称 BHI1dSsENDH S: 5 Bff/'okESUILB 
CO 称臣 为 了 B 入 极限 缺 , 如 - 
limsup | E7-X,—X. | 20.a.e. i 
(8) Fg X 3p B fi Mild EXPERS e 0, TEEN p, 使 对 
每 一 np A 
P sup | E: X — X, | T9. 
(90 FEX B ACER AE HR D. i ROSE FER £770, Tj 
limsup(? | E7X,— X. 1 27€)-0; 
do) FR X dE B fi L^ SE BR Bh, dE RE— X, ER L^ 可 积 的 ,是 
limsup | EF Xn — X. 1,90; 
GO FE X Æ B (PL ph or 
S MEX, ar XH < ooa e. à 


Q2) Fk X f& B (CHI ARR dr 
lim | E?-X.-,— X, | = 0ra. e. 
ALIARISPB-R.pcl"BB EEE AREE $1 中 相应 的 实 
(HERRERA E XL. 由 上 述 定义 还 可 立即 在 出 :8 fiie B. fcm Bh 
^B (Hilft (3B UE, Hnpbpnedh 
HRR LB. (--Sosrur bh B (RICE HOT LB 值 -一 致 新 近 
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UB 值 L RRB AARRE D. 

5EX 1.2 ił X—(X,,56,n€ N) B(& L^ 可 积 适 应 序列 ， 
Japon, 

(OD PEX 78 B (E. p fc Rim 1X. 50, 

(2) Fk X Y Bf Siu. 如 果 lim i X. 4,0. 简称 B f 
1 位 势 为 B 什 位 势 .简称 B 信 1 一致 位 势 为 B 值 一 致 位 势 , 显然 ， 
B 值 p 一 致 位 势 为 B 什 位 势 .但 反 过 来 并 不 一 定 成 立 . 

在 涪 明 B 值 鞠 型 序列 之 站 的 兴 系 之 前 ,我 们 先 证 明 下 面 B 值 
p ELSE Riesz 分 解 定理 . 

定理 1.1 X=s{X eF n nE N) A BÍ p- HIROA 
LDR RHE X 有 如 下 唯一 分 解 ; 

X=Y, +Z, NnEN, 
RKpY-ir...2»€N)B fü L RR {Z nE N} 
为 B 值 一 致 位 势 ， 

证 由 第 于 章 的 定理 1.2(2) 及 pp 一 致 位 势 的 定义 知 充 分 性 
为 显然 ,下 面 证 必要 性 . 对 任意 男 定 的 e € T. 任意 Pen ETOT 
<r, M 

| EPX, —E"-X, l,— | EFX X |, 
= || EF (X ZE” X. |, 
«I Ea X, Xa ls 
BTXXP AANER. UE” K. hero J L'OQ.57, PDOP 
Cauchy Jk ,而 LCR S SO Bo 5 aA Banach EJA], H ETE Y, 
CL'G2IL ZU, PB Lb fü 
Y,-—Lf- lim E? "X. 


rE To 
其 中 Lem 表示 L^ CERE. 特别 
Y= lim EX. oY n€ N, 
TE Tia) ` 
因为 mE 
ECYS SBL- lim £x, 


FE 了 人 一 下 


| 


=L- lim E*-E*.«X, 


TE Tin 02 
zf-lim EX, 
re Fn) 
=Y pya. €. € N, 
所 以. 二 4Y F ‘n EN Y BIH L 可 积 拷 . 令 
l Z, =X, —Y. Y EN. 
W X,—Y.--Z..V n€N.v >00 AFX X poccxA mm epe 
本 ,使 得 一 切 s€T(r), 有 
| "-gS8,Y E 
| Hg EX my 
VoCcCTGO,n Y. HEEE rET(o), 使 得 
E 
2" 


| E*-X-—Y, ll ,-— 


FEHER JETON H 
I 2,1 = | XY., || a . 
SE XY st HE XX, |, 
«LE . 
即 Z= Ze nN) ABA PG. 
最 后 .证明 分 解 是 唯一 的 . 19 . 
A, =Y, HZ =Y +Z” N nEN, 
WY — YSZ AZF on ENA Bt. AT Y. -Y. l, 
Zac NINdEÍfSCR P398. 于 是 ,对 任意 固定 的 mE N, 
| Y,-Y', li, —lim | Y.—Y'- lh, 
Sim {Znala 
&lim | Z's ll, lim || Za | ,=0. 
Ak Y,—Y'..ac e. -Z,—Z' a. e a Y n€ N. 我 们 简称 上 述 分 解 为 B 
值 e IE X Riesz 分 解 。 
定理 1.2 (D B (Elke BERAAM: 
(2) B ER ERU BE B (RRR M; 


2604 


Ae ma rame eme s 


(3) B ARRENE B {É Mil; 
(4) B {Ë Mil 是 B 值 概率 极限 拷 ; 
(5) B (& — Eric B (erum eh; 
(6) B f (far Phe B (LESE SR. 
证 G) R X-i(x,Q ,snEN} 是 B (üt. WV 220.3 n, 
和 站 .使 得 
DE KX x dare 


aman 


现 设 esr ETOn) TE TG). 
| | ET-X. — X. || dP 
E 


=X X | IEX,- XlaP, aD 
= min s j= min ere AT ced 
HA ED je j} fN o — Qs I jh, i E”, 
— X: || 一 0 所 以 


(1.1) 式 右边 = D | EX, — X. || dP 
(orem emen 


BUT & «x Jj. 
E'X,— X, = E(X; — X) 
= EX,- X a tX‘ X, ‘at et X 
— X) 
= E7 (E7 X; — X; i t EY X; 1— X; a 
e + EX — X) l 
又 由 于 IES] SLE 


a. D 式 右边 
v TN 
Ju | o CD HE OX, x oar 
E minae mand y pihaa TES 
- UG TS SC 


S 2 Í | E*:aAX;— Roil 4Pxe 


这 就 证 明了 X Oy B fü — ipo di. 
(2) BE X — (X, n€ N)& B (BUR Som d 59]: 
JS P.3.5.5 及 推论 了 3.5.6, 我 们 有 
elim esup | E?-X.— X. | 50ra. e.n 
由 于 NN OTt. 
limsup | EY KR, | =0,a.e., 
Hi X X But pu. 

(3) EE ASi mn EN) BARES IR HEXCEI B 值 可 积 
ERF Y] X—UE S7, nC NN} 为 极限 拷 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 
负 可 测 的 广义 实 值 随机 变量 序列 仿 ,} ,h. 一 0,a,e. ,使 得 

Y mæn, | EF Xn X, | sh. aes 
于 是 ,Ye 六 0, 存 在 下 整数 BERR h PLI) e 使 得 对 
F azp H 
| EX, — X, || S, pg n 
Am .Xx JB Mi. 
(D d$ X—1X..57,,.n€ NM B (dé Mil, WHEE e70.3£ dE 
正 整数 户 ,使 得 对 每 一 xm, 有 
PCsup. | EAX: — X, | 29st, 
这 样 .对 任意 的 gp A 
PCI EX, XK || xe. 
这 就 证 明了 六 是 孔 值 概率 极限 装 . 
CO it X= UG ZZ, n€ NHEB 值 一 致 渐 近 鞭 , 刚 由 定理 1.1 
知 . 文 有 如 下 Riesz 分 解 ， 
= n€N. 
Keg. VA B 88. 12,029 B 值 一 致 位 势 .于 是 ,对 任意 rET, 有 
X=Y, HZ. 
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再 由 第 五 章 的 定理 1. 2(2) 及 B -—353 3S 95E x 18 
limEX, —lim(EY.-- EZ 
=EY,+limEZ, 
=EY,, 
Bp X EBA. 
(6) DE XUL SS nE N A C)B 值 循序 轩 , 则 对 任意 > 
0, 存 在 XEN ,使 得 P02 过 5. 对 固定 的 此 ， 
= 
E B HPH r,sgET, 当 rfr 字 0 实时 ,由 于 To Rp panky 
时 , 据 第 五 章 的 定理 1.202080 
E(X le (F ) = Xale,» 
从 而 ， 
EGGIE O -XA = i ECX X, | es 
于 是 ,对 任意 >00, H 
PCI ET:X.— X. ll ze PDA, 
IH es FP) EXE TEA X E B AEA. 
下 面 我 们 在 LUS PBP DEHE | - d. WAE G 
3B Pettis 范 数 ， 
XX L3 IHES XEL, PB), 4 
IX la = sup [Irootar, 
dH 
易 证 上 Tr 是 了 C0, ,P;B) 上 的 范 数 , 称 |， 23 Pettis 范 
B ER ROA LX «sd XI. fBli- del ;不 是 等 
价 的 , 然而 据 [59] 的 定理 7.1.2. 8 知道 下 面 三 条 是 等 价 的 ; (i) B 
ARE GDO (oe | 与 i、 | 是 等 价 的 .C0i) 上 Di 在 
LSF .PP;B) 上 荐 完备 的 ， 
定理 1.3 UEX—I(QX,S.n€c NH B fis pg3Eny p s. Un 
下 列 陈 述 等 价 ， 


DUNO -ACANAR re A PEARL EPHRAIM re Yn sme 


(OD X Æ B (iuri, 


(D 存在 B RRM js US e BL 
lim sup || |X.4P — CA» | — 0. 
ce T aces. ^ 


(3) lim sup sup || E"*X, — X, || ;, — 0. 
aErT re TÓs) 


证 G)—)—(OD 为 显然 .下面 证 明 (1) 之 (3). 由 于 对 任意 
X ELAS, PB), 


sup | [XPI < EX Les sop sopl|f O047| 
AES JEE ACF 
a3 b £I xA A 
«2 sup | |xaP 1. 
AS 4 
故 | E"-X, — X, lo 2 sup | [(E7X, — XdP | 
" A 


— 2 sup | Ja. — XodP jj. 
aec, 4 


T 
o [e 35 w C A. 
m s Hog A, 
o [e M5 o € A. 
um rex s MP (cA 
则 | 


fæ — XodP = [ac — X,dP. 
A n 
HAH” ET. €T). zmo.[R 
sup I [X — XodP 1 < sup JOX — XOdP d. 
^ A 


veeta D 
lim sup | EZX, — X, lie 
HE FT TE TRY 
< 2 lim sup sup || [x.ar — [xar li 
vEt En 
reU n n 
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-tortim ao GC HORE EPUM LA ERREUR ARE RB A AU B arr croce rnc s mn omn d Row 


二 0, 
这 就 证 明了 《1)=> (32. 

定理 1.4 设 B 是 任 一 Banach 空间 , 则 下 列 陈述 等 价 ; 

(D B 是 有 限 维 的 ， 

(2) &— B HAR je B 值 一 致 渐 近 款 ， 

(3) 每 一 了 值 浙 近 著 是 B cx EIS. 

(4) 每 一 B (i ERE B (ERES BR. 

证 “” 直 定 再 1 3 与 定理 1.2 知 (1) 一 (2) 一 (3) 一 (4) 为 显然 . 
GOD= OD 的 证 明 可 参观 [59] 的 定理 M, 2.5. 

fj1.5 报 商 不 一 定 是 终 革 ,从 而 拟 蒜 不 一 定 是 蒜 , 也 不 一 
Ais m gh. 

1E B RE Banach 空间 , (57,,» € NY 是 多 的 单调 上 升 子 c 
REURIS X, = Dae Na€BRas 0g X — (X. 
Fon € N) Æ B (ili. (ET RE BAMAR. 

Pl 1.6 (iR CIS — SE FE HE GEE IR IA EFR E s ub 
不 一 定 是 一 致 渐 近 蒜 . 

设 了 是 任 一 无 穷 维 的 Danach 空间 ， Q2. , P5 是 [0.1} 上 的 
IL REA REGE E, G 


-[ n - n1 
" nt l'at 2l? 


= X +H DE + Dels e E B Hr#0, 
i Oxcisa).VncN. 
WX — (X,.27..n € N) E BETEAREN, H 
EX | n) — Xow € A, -ÜB.V n€N, 
因而 X kk B füffüEEh.(R 


EX, -5 G + DG + DPB D 
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T 


一 Dt DG 2) [ 
= (nd dx 
由 于 PO dc Del =i Hil el eA TE BI S 
例 17 $X-—ÁÍIX,..n EN) 如 同 例 1.6, 则 由 定理 1.2 
An X CS SEC ium ek fH 
El EGLI, — X, || 
= E] O + pa + 3zPG, 1 
= rl 0 
BRATA — EE L RER. 
例 1.8 BA., P) Æ D EAE DI pM EE, at k 


FF II FA, diog (AQ 一 HER po XXE n zz 3. f£XE 


* 
SL ERN joa WIKIS 
Ka = Iih) ex, dO, 


Wü] X — (X,.57,. n Z1) SEI RT BGRIVIY SUI. B. X, 0CL ,从 
Tj X Ag LBS, I ACE BR REEL (EL X. 7 ola e 并 不 成 立 . E] 
此 ,由 第 三 章 的 定理 2.4 5n X Ade Mil. gre np se Rt tg iiir ice 
BEM. L RENTE Mil.MA gm L 极限 蒜 不 一 定 
是 概率 渐 近 蒜 , 也 不 一 定 是 极限 蒜 . 上 例 还 说 明 概 率 极限 扶 不 一 

是 Mil. 

Mil 不 是 极限 靳 的 例子 见 [191， 极限 摧 不 是 概率 渐 近 拷 和 概 
RAER EAE DH T AEII, HTU SR E DL ER py i T 
[16]. AAEH E BR E EE DI e B p AE A E D RS e ER ERE o f 48] 3 D 
[22]. 

由 上 面 的 讨论 知 , 关 于 B 值 款 型 序列 只 可 能 有 如 下 的 真 将 含 
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MR — 

Bgm SS = ERER 一 RE Mio ERRER 
下 而 起 Millet 5: Cabestan [I7 给 出 的 B (sx id er 
定理 1.9 设 B 是 Banach $0], X = (X,,57,.n € NY JÉB 

[LEBER (nA € N) RS, € N) 递增 的 有 界 停 时 列 , 令 
Y, = X... — S. ,k € N,WIY — (YS. € N) 是 概率 渐 近 
DE, 

证 å $r limz,.T ELA on € N) AARRE T 是 
(aen € N} 有 界 停 时 全 体 ， AA e ET', 则 ETH 多 ,= 
F. Fe CTM 

EY, == E Xp 
HER e> 0R 42€ N rE TOO Rr ETOH 
PO EX: — X. > Le, 
EX ka € N {EIR 
Pltr.,, m np) NE, > ng] 2 x E 
车 o ET, d € T C», Wi 
PC] E^Y, — Y, | o 5 
SEH PGIE*.X, — X. | 2 6 a (2r D 
+H PEI EZX, — X, 2 8) f (e xDD 
* E+ Pt li EF SX, UU XL un, I >e) 
+ PPQ IEX, Xl 2 e Mire = ib. 


了 一 是 


对 每 一 i xn Hy HR kc 六 ,使 得 


PUrta =A Ninsi DE, 
iek, 


Ha 
Reo ET Qa 其 中 大 一 max (£k, rh] S0 C T'co). WERS 
A to 一 中 各 多 上 ,有 mm 一 rr =; 由 [59] 的 定理 VE. 2. 4 cde f 
enasi ba 
, E*.X. — X, = 0. 
因此 ， 

PCI E*-Y, — Y.l 2» 8) s 3e. 
这 就 证 明了 定理 1. 9 成立, 由 此 定理 立即 知 最 优 停 时 性 对 概率 部 
XE Sd f. 


82 B 值 鞭 型 序列 的 收敛 性 及 收敛 条 件 


EX2.1 RX = {Xn nn E N) E BAENA SA 
< o0, $k X ATC D, CB L2) 类 ,如 果 
| IXA «om YreT, 


irw} 


(或 svp | X, l|, « eo .ssup || X, IE, < eolim inf [| X, || , < 20). fil 
i53 X € (CO GRODO GB, G2). 

显然 (Ce (D) 2G, C GOD. fid CD) = (D), (B) 一 
(B). (4,) = GD RO) 一 (C) .下 面 我 们 将 证 明 : 对 户 六 1, AF 
C,.D,.B, I d, Xt B f p —S5t Sur ele SE UE CL 79D. 为 此 ,我 
们 先 证 骨 下 面 的 引 理 成 立 . 

引 理 2.1 iX — {XX 六 ,yn € NI E L' np B (gh. 
V, = supEC | Xa 70 j € NIV = (V, € N) EX 
187 SCBRGICAR GI" SCR 9 — V, 不 一 定 具 有 可 积 性 ). 

证 ”显然 ,对 每 一 了 YE N,V 是 久 ,; 可 测 的 ,由 于 {1 Xj” 
50,3 € N) ict Fh A 
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EQ ,.,]57,) = EdimEC | X, P E 0157) 
= limECECI X, l^ IF NF,) 
= mE X, l| |,)) 
-v, | 
定理 2.2 WX—(X.€,n€N)RL npo 
存在 非 负 整数 REA, € A7, BEROT— UL jon A, = ALL B A, 
是 S7, 的 原子 . 则 
supECI X. ^17) — [XL ^m € Anj 2 m. 


证 EREN Sj FERRARA D i Lue EZ, 


H 
* 
EU — X. a. e, CL") + 


A 
RHP EBBO NBP SØGA BP ES, ÜRP =ü, 
TR | l 

ES Tl DI^ I E67; |r om o2). 

另 一 方面 ,我们 有 

S laf He om EX Mt ace 
z Zi 
E( X5 Met Eton] ECI X ton re, 


因为 EG, sn, DE A,— AQG zen) 上 是 常数 , dixo 
EG, 137 D. Bri 


PB N AD = Je. I DdP = «,PCA). 


COMI. di A, ES WET MGE EE i 


于 是 Cu = 


I < i < ny) 使 得 在 Aj 上 在 Cy v ü. 因此 ,在 3， 上 我 们 有 有 


上 E( Dix ITsmlF,) |? 
了 一 上 
| Diei EGam |) |? 


i—i 


| 
L 


= Ma PEHD) 


= Ef 之 [e Eee H7] V EZ. 
这 样 ,在 4 上 有 | 
EEQGIS7) H= EC XA Lin). 
BBREXE a > jA EX) — X,dk | 
| EGGISTO ll^ | X, | ?, 
TROM D mE A E 
EG X FD = Xaj 


因此 ， 
supEC X Z — Xl € Aon. 

定理 2.3 设 B 是 Banach Z0, X = {X n € NO) EB 
[p — SORGE SR CO 之 1) ,车 supE | X, | = W r Ee T 
E || X. | Hu, c9. 

证 BARK = (X, n E N) 为 对 , 令 

y, 一 supE( | X. 15157, ze 0. 
Wis E 2.1XVv- V,e57,,; € N) BAZAT x 48. 出 十 
supE | X, | * = œk EV, = œY j € N. 
| oH 
VidP = HET j, 


[V uon E 


> 
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T_T ep po 


finftn z RECI XH 22 V, — 1), € (V; oo, 
T = 

les. xt. 
fiti T € T H E il X. | ETE 一 Ww. 

(20 XECD 不 成 立 , 则 

VdP « oo BERE. 
Un 
S&G, = (V, = œ}, j 2201G =G; 则 对 所 有 的 有 €, 
FK- . 


PQDOD-0BG,,CG, XX BUB EAHEIPOGO- OSEE PO) 
Q, 


(2.2) Tt PO = 0 WATA 05) (818 PCBO — 56,2 0N 了 
zx 1, 共 中 Bj 一 G., 0 CG ,可 设 ng = 0. BT 


supE || X, || *Zc; «| supE(C[ X, || ^Iz | dP 
AEN m 
. n 


一 : Ivan «o5, 


D 


oz = supE || X, || ^L; = lim( SE [ X, i VP 
aen + a x i 


j—1 


= NX dimE | X, ^L. 
jl "tv E 


AER: 9 q.i 
limE || X, || Ta, = sepE || X, "Ty, < [V.P 


mI o2, 
Mi ££4E m; 2> n, dedu 
EX, EL, 2 mEX, PL, — s jm 


n dl 


P3 


E 


m; wE B, jl, 
. RE. 
则 rE TH ENX, ?Ti = o. 

(2.5) PG = 87 0. 

2.50 着 存在 4 E 多 。 Vg «De .ACGAR 
57. 的 原子 , 则 相应 地 存在 S, 的 原子 A,, 使 得 

ADAD "DAD An DDA, 
县 A, cC G, MN zm 9. 这 时 者 存在 Ho 使 得 4; 一 A, Y Imm Hp. 风 A 
€ SUM j = min* 于 是 由 引 理 2. 2H 
V;—supECI X, 1 |) — [| X, p^ «eo € AY jn 

这 为 不 可 能 . 故 必 存在 子 列 {fom ja 使 有 POVO 0 0,j zx t 
W; = A. 一 4。 ,如 果 这 时 存在 无 限 多 个 a 使 有 P(G，, GO 
O. Bl di (2. 4 的 证 明 方法 同样 可 证 结论 成 立 ,因而 不 妨 设 存在 mv， 
EA PG..—0)-0 nn, 于 是 当 m, > m 时 有 w,c 
6. 一 Ce 于 一 工 > jo BI 

limE | X. |l y, = lim (E | X, E Aa 

= EdimE( I XI P F a Iw) 
= EV n Iw) = 0Y j— 12 jo 
点 而 可 选取 Lj zm, 
E i Xu li "Iw, zm l.v j UT 1 ZA. 


r(o) 二 
cx 


Lj, weCW,jmjici 
o. KE. 
Wr E TE EJ Xl 一 es。 
(2.6.2) 若 对 任意 的 4E€ S. ACG APEEF o AIRT. S 
H, = 如. 于 是 存在 ACH AAE AH 


ocPaOp-axi 


Tlw) = 
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选取 x fü B, € 97, 使 得 P(ALA BI) x. 0 = {Vn TA 
` 1 


于 是 存在 D m tt PCI E tH D, 一 (Y, >27 $, Y, 
= sup E( X. f ?| 多) ,从 而 


| dp [vap2ÍraBbomi 
AM A Án, 2i 
TOI, AS BC D, ans ki) et 已 给 定 , 其 中 
6 D 
H * m nl" 
H= N UB. POI > è ?M3g 2 


A; CHA: c RU c P(A) = a; X 
È; I> M mh o PB € S. , 


1 
25 1 


PAAR S PrE EN, 
= {Va > 一 i D = Q,» i). 
Y, = sup EC EAUCARETESA 
则 令 五 , =H, 17 Br 1: 于 是 有 


P(H,)29—385, 


取 A C Har € SERO BOLD) = ar ps TERES 


mi < kr a W B, E LABS PAB) <S C, (Vu 


Ay UTETE kn I mi, 使 得 PQCLD;) 之 至 TRP Di = (Yi > F), 
Hh 
Y,— sup EC| X, [^97 ) ARE 
mpini . 


| Y,d P c LPOQBD PZN 
LA 


ALB, 


t JS 纳 法 我 们 可 找到 一 列 CH, AB, C, D; DHL T2 E * 令 


n Sn SmE, XL Sn = Yi) € B, 
inf {ke Ze à Z mii ECI X, | |) = Y,), 
Tiu) = L-1 
e € B, {( UB) LI 2, 
co, 其 它 . 
Wr E TH E || X Je = oo, 于 是 定理 对 靳 得 证 . 
EE X = {Xn Fun C N) EBE PST ESI 
4: ^ 
Aa =Y, +H Zo’n c N, 
HPY = {Ynn E NYXBIBL aR E Z = nE 
N) 为 孔 值 疡 一 致 位 势 , 即 lim j| Z. | , — 0. Bisup£ || X, || ^ = eo í8 
知 supE | Y. |4 = ee. 由 上 述 结 论 知 存在 r € T. 使 得 
E | Y. Fese = 0o. JA E XLI Zeus = 99. 
推论 2.40 BR XS (XS. EN) Bil p—sciri. 
Wa fF CD,Y (C, Cd) 和 (B,) SE ROLE po). 
证 AFU o= =B =C 为 显然 . (C029 OD, 由 
定理 2.3 立即 得 出 . FEEN, =C). iE X fi Riesz 分 解 为 
Xe ZY, +HZ, nE N. 
则 FS XA o LZ. ly a E N. 因 此 有 
tim inf | Y, | , sz lim inf || X, [| , + lim sup 1 Z, ||, 
n Lal | 
从 而 
lim infE EY, 6o. 
对 任意 各 工 ， 
E | Y. l ecm = E lim lY. ^F 
| < lim inf£ |, Y. I| Figu 
i TF OL) Og BA l EET, a a € N.H 
Doob 停 时 定理 有 
278 


E} Yora Ts SE || Yoa SKE | Y.1^. 


lim inf || Yoan li ^T, S lim infE || Y, j| * «oc, 
- ee EE 
E Z. tT «o, 
从 而 
E | X W Dece < eo. 
RRE T SCE. , 
BEEN, =B). EX — (X,,57,.n € N) BB Riez RA X, 
=F, + Zona € N. tsup | X, ||, < eo füsup | Y. lia < co, 对 任 
Ebr € TddEn EN ran H X =Y. + 2.: 因 此 有 
IXs TY t IZI» 


R 
EY. SEI Y, l^ szsupE BY. |^. 
N REN 
RE IY. |, S sup lY. B. 
从 而 


sup EATS sup iY, Ia + sup i Z. ll x eo. 
作为 上 述 定 理 与 雁 论 的 应 用 .我 们 给 出 下 面 的 定理 (多 [79]). 
定理 2.5 {EBE p HRR Spg :.X-—i1xX S5. 
€ Ni dE L^ upfigs B ($9. 
S.Cp.X) = | X [LXX DENS: :一 0) 


i—u 


S(p X) 一 lim S, Cp, X). 
ADEGE A 0.45 
r, — niis Z0.S,Cp. XO Ze Am [| X, ll ze a. 
约定 iniQ/ = co. 若 对 任意 7 Z5 1.X € (XODO 
CD HHE- o RE ACA IL Aan llO AUF S6 RO (E— 
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致 可 积 的 ， 


(2) EC Xea 7156) — ECHL X. l7 [555 va, e. E, 
(3) ECOC A18 > EX 198) a. e. L) 
其 中 i 


X Xo — dno njn = 0.1.2.7 
n X. = lim X,, tz = c2). 


证 ERA EBEK. 87S X € (ID. .所 以 由 推 
ib2.448 X € (C0, 9 4X, — X, — X, en € NR ET, 在 
f&& ino) 上 有 

lax, = 1X, — X... 


s IX. + X l 
AÀ- dH X, II 
因此 


| lax tar Se ixtri | yx ddP<o, 
Ee trien} 
t = (X, 5 Xuan anon € N) E B H, H 
^ c 4 4 4 
SD = (Xn SIX — X0? 


iù 


( l Xano | ^ T » | Xant 13 77 ASA: Il Pj? 


un 201 
-(IXI^- Yia- A) 


i—i 


= (Sua PAD + | aX. l^]* 
故 
A, wE {n = onh, 
Sp.) 
P SM l2X, |l. wE {no). 
因此 ,对 任意 n ds8 


EGGQ.Xy»Y x | a q2x, uar + f sap 


freed in- 
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TUTTI re PUPPI re rp MP AE E 


<DA? qax 


ret 
xL oo. 
由 [80J 存在 常数 < 使 有 
E sup || X, | C cEGOG XY «o0. 
由 于 也 是 户 光滑 的 . 故 B 具 有 RNP. ARE (C = Xuan 22 Oha. e, 
VER 


X. = 


à 


A9 € it — n) € N. 
E = lim X, w € {mn = 0}, 
显然 ,和 as oe Xe R Xaa l | Xa, 
由 第 一 章 的 定理 7. 124 RET o0 fO S CO VII Aaa lin 
€ N) AT 56 ER ER, H 
EC X4. A — ECT X, ae ， 
XAA Xan l7 € ;是 一 致 可 积 的 ,所 以 有 
HRA XR, CL), 
ax 
ECI X4. 1580 —9 EC X, I 100 CLP. 
这 就 证 明了 (1) 5) (20. FUEGO. 由 第 一 章 的 定理 ?7.9 50 
ECOL A126) + ER [260 a. e. . 
显然 有 
| Xaas XS ldP or 0 Qm e) 


tH Jensen 不 等 式 有 
EX nn [385 — EC, 280 CL), 

注 L23j] 中 的 和 例 2 表明. 条件 Cd) dco at A R CEE RECS 
pr mo 是 不 等 价 的 . 国 此 ,我 们 分 别 在 条 件 (d) "3 RR PE COO 下 讨论 
AE EE UM TES OS STE. 

下 面 讨论 B HERA Ead gg HE. TT He B (ii £e Sed 
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Sr. 
定理 2.6[25] i$ BÆ Banach 空间 ,具有 RNP,XX = (X,. 
Sn € N) RBIWBGRPBESSAUH X € (C). 
(3 LEGAM — X oo)c IX, 


aei 


类 似 于 第 二 章 $ 4 引用 的 符号 , X Son it X AE 
成 的 集合 . 下面 不 再 一 一 指明 . 
证 Yi Y= A, — E I, ODl, 
Z, 0.2, 一 a p 一 E(X, |F n D—X, pn zd. . 
WX, SY, H Zon E N, EPY =Y n, nE N} 3 B {Hi8 x 
任意 4 半 0, 令 
s= inf [n zz, 5 'l EKF D — Xl > i) . 


inf = oc. 
则 = C T.Y, — {Yorn Funn € N) 为 B ih xHERS T € Td 


f Yalarg | UY hdp 


dr H IAM er 
< [ nzpaBe | axsadan 
irAesle] ITA an} 
xac | xrld 
irh asl} 
«ooo, 


BH Y. € (C) ti T 9ut— suf Bk akd HEC 2.4 30 Y, € (DO. 从 
fii Yora a. e. Vc. 但 在 集合 Qo ECCL I0 — Xil AP — 
(o= o) Eus Yon YaEN FE | 

(Y EX, a ES -Xl x AIC AY, h. 
由 A 的 任意 性 知 

{> LEGGI — Xi] « e)c {Y, ey. 


CEMO O co MMMA minia pe H R r m Ames am n ts 


EEEE D EX HS — X] «x o0 E Y. uctor X, uk 
{DEC PD) — XE SOC UL. 
推论 2.7 ilBRÉRNP.X-(X,J.n € Nj) AODSB 
(ELEME X, en €. N) a. e. RBL 
下 面 讨论 B4 Mil agitat. 
定理 2.8 GXUGE ni) Æ BETERE S 
(Xon € Njae WAE L kB X Jy Mil. 
IE dEQX.n € NL 收 笋 的 极限 为 了 , 令 了 ,= (YF) 
S1 WHY. F.n € N) 为 卫 值 黄 , 由 第 五 章 的 定理 1. 5 知 ， 
Y, — EY |F n) =Y ae. (L). | 
04Z,2 X, — Y. zm 1, Z, 0a. e. CLO. HE e> 0.if Z. 
— Qa. e. 1:3 p, 使 得 . 
Pisup|| Z, i| 22 €) s E 
RA 
LAA Z. L' KAT 0. Bob fe E p> 名 :使 得 
ElZl siet v nz p. 
对 每 一 国定 的 CECZ, 0,0 A0, pq sn) JE B (BR d E 
的 定理 3. 3€30 5 
PK sup, IEF D B zx. 
REHE a pA 
PCsup. | EXZ.157, — Z, l ze 26) « 2e. 
RREI T (Z7, 2 1) A Mil. WX, = Y, + Zi n € N) 
3j Mil. 
定理 2.9 WRX —(XSSaz1 Æ BE Mil H X Ed), 
如 果 对 每 一 f EB" UR FOCO 0a e W EX. I m0 a e ,其 中 
B' 为 B Hiu. 
证 HW X—(X.,29..» € N) IEBIMIHX E. 
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—f€B'.üfixo-0a.e.1HX,2c 0 a,s. 我 们 证 明 必 有 


linE | X. ]| = co. 这 就 得 到 矛盾 .从 而 定理 缚 论 成 立 . 


HX. 0 


au.e.， 册 存在 a 六 0 及 和 集合 EE 六 ,P(A) > 0, 使 得 
lim sup || X, C» |l > a,Ņ u € A. HEE l| X, || = ee.feuET 


mix. e n zl. 0; 则 在 在 He 之 由 + 使 得 对 每 一 Dc -. , 


Poo) g £92 Pon 


aPCA) 

E [Ux lan > 802. 
事实 上 , 先 取 足够 大 的 k > m ERR n > 

P| s sup | E(X, A7, — X, | >$ « 


KH e S 2242 4242 4. 


2" 


n>n HEEF PEKEE ND =A 


(2,1) 


B= X Ea) -YX E of adsit 


使 
DPB jum (MS 


WEBS, Jan p 中 单位 球 的 有 限于 条 Gi 
= {9 FE G, A(X, ) >a} N B: 
使 得 
Yea > PO PM 


iml 


HEB EF, BUG) BENUGRT ON METEK 


的 m C» Ah EEPO « PL 


- [3 F€G.Kx, 221] 


Pen, 对 3 


现 令 nzn.Dec.S, SPQD) < —— xl 


H., 一 { |l ECG,|37,) UU X, | 2t 
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H n T a O e 


由 (2. 17 式 有 
PUR) « < PD. 
Xpix i. BRI B,—(HIU D. N B Ez, H 
Zran> PUO. 
4 
= [153519 - X, I >$}, 


由 (2.1) 48 PK) «^K =K UC WK EF, APK 
c. 设 C PRERA odrona HA jS me 
So = BNIA, D aNs Lj fX) a). 
M S,€ Fp HIS = D2,m) 是 B 的 一 个 有 限 分 划 . 因 为 
Suy N H: — A. iB 
fro. J)dP = [jea (F, )) dP 


$5; 


> Ji X- | aP 


> SEPCG,). (2. 2) 
XHS,—K€.. , 故 有 
J. fap = | f(EGCVS Jap. 


Sc K Sy- 
因为 在 天 的 外 部 有 
| EQCIST) — X, | T ROO c T. 
Brot 
[ FKXOdP xz FPS. 
于 是 由 (2. 2) 式 有 
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f tx.iar [ Loop z SPG). 
SAK SNK : 


对 上 与 了 求 和 得 


[ix tar z EPOD. 


6 
Arp E - K[) (UBD, PC) «e. E € E (1D-2 OQ. 下面 
完全 类 似 于 第 三 章 定理 2. 3 HEHE fS lim E j| X, ||] 一 eo. € 
理 证 毕 . 
定理 2.10 EX (XQWunLi1 HBA Mi HX E d), 
则 X 可 唯一 分 解 为 ， 

天 一世 + Zenl, 
Hp Y = (Y, F n 1) y BEL ARR, - (S nml) 
X B { Mil H Z, -+ 0 a.e. 

E Xe XS. n> 1) EBM HX E (d,M 
f&-— fF € B^ ,由 [81j 的 定理 3 知 作 XX) 二 1f(X.) an zm) A 
实 值 Mil 且 AX) € GD. 由 第 三 章 的 定理 2.3 知 极限 lim/( 和 XX,) a. 
e. 存在 且 可 积 . 不 失 一 般 性 ,可 设 B 是 可 分 的 , 令 {z,n 守 1} 是 B 中 
可 数 生子 集 . H nz 1, 令 

=f EB NA KLYY Saai). 
xpBR— c E B, i 
l| zh, = supi f), f € Vt. 
则 ， a EB EAER EL x € B Am dx], = 0. AEE g E 
N, h = lim inf fj X, ||. H Fatou 3| EE p & ERRAL. ES g= 
ESD. 注意 到 对 每 一 了 E B* ,7 上 S LEl AO S A E 
X g, WT: 


g, = osup (E Gim QU) | q) E V.) 


WW] in, sar. PRU (e? 是 单调 下 降 的 ,用 燃 似 于 定理 2.9 的 证 明 方 法 
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可 证 得 limg 一 0 a. e. 《详细 证 明 可 参见 [19]) il gg & 2 0, HERE 


洛 天 定理 知 存在 B C Z PO > 1 一 士 ,使 得 在 Bi Eg 一 至 
iA Fo 现 考虑 如 下 算 子 ; 

T;B* > LCB Pa 

TQ) = ElimfQ |. 
HATT EHE B DERE RESLU 范 数 连 续 的 .因此 存在 
LB | 了 is) 到 B 的 紧 算 子 V 使 得 ==V' .内 为 VY 是 紧 的 ， 
所 以 由 Li] V 旦 可 表 的 , 邑 存 在 有 界 可 测 函 数 W';B 一 B 使 得 

vo = jev'ar. 9€ LG s P la). 
TR : 
FW'-TONfFeB. 
WES > 1} 不 相交 化 (B', 一 B, 一 UB) 仍 记 为 {B.), 令 
Y, = »,IW 
O WYE Ug 可 测 的 , LY, le BH 
f = Emf KDA) Y fen. 
BRY Sok 1) HRE L ame 
Z= X,— Y orl, 

WiZ 7 uan 1) Mil H lim infE || Z, || « e.Z, 标量 收 人 就 于 
0, 由 定理 2. pz — 0 a. e. 定理 证 毕 . 


推论 2. 11 WAL 有 界 的 了 Mi TOT TPTI BE 
i RNP. 


引 理 2.12025] BX — {X nz EB[iMIHXC 
(C) Wim || X. ||. e. e. 存在. 
uo VWBUNDSOW WI EXEe-oWwgpo-olodkm 
V, iim X.1 Zau «6 < lim l- X. | 3. 


BE X 3g Mile— lim supP( | ECX-|157,) — X. | 2 — 0, Ye 
> 0. FR ER Oe 8,8 DEREN) EA 


„LR, supP| | ECXA 159. — X. ul > 2—e *|« ge 
由 V, 的 定义 知 存在 ni omn >a mis € 7T) 使 有 
P, {Xl >D) < pry- CIE X, I «ap X qe 


我 们 可 以 找到 B 的 一 个 有 限于 入 G, 使 得 
PHIX, >- H) < 
其 中 H, 一 i3 f € GC, fit fX.) mb). 4 


b— 
A =A N (EX, I. — Xl 07 2), 


P ` b — 
B =A N |X «es EXIF- X E < it) 
则 | 
PV,- ADT $ PUVA — Bo 一 i 
PG > POABO zz POR — * > Fe, 


# G, "STU S Ro, fts fem 
Se= AC UO D bA AO Eb SIL} 


ISi k,’ 
WS, 1i «RYE A 57, 可 测 分 划 , 且 
ji IX laP> | ARDARA | Xy — «yr 
AES, A,B'S, ES 
| EUFOR + | aoctor - 6 
AHS, B,S, 
一 dP 


> { {fx ~— ‘<)adP — “p(B,s,) 


23 pas 一 P $e PSOE iA. 


于 是 有 
ži 
f ix te= | ux, 
Ac] m ALIS, 
KV, HS Ter Ars Bug 已 给 定 ; 且 | 
maxCm, ra) S 0, y E, Has wna ET, 
Bi DAD B,.A, € F, oB € S, 
t-a 
PUDS PVD- D PODAP- 2 
jy 


| Ix tarat ). 


AL7 HH, 


令 V; 一 V. 4B... B] 


—a 
2 


PVD SPOV D- 3 -3 PV) 一 $ S 
现在 可 选取 max Gn; n.) S; o; Kn S alon € T) 使 有 
PO, (Xl SED gi POL X a s 
EB 的 有 限 子 集 G, 使 得 

P(UELX, E o 0) — Hc t 
HP H = {3 f EG tt fU. > 5). 令 


A=HN | | EG Imo - XI xi i) 


B=AN {IXI <a EEOG ISO X| <h 


gita’ 


则 


PV, — A) < gi POLA, — BOX gus 


PGDZPQO—- SL >s 


V ———áÀ mem ns 


用 前 述 相同 的 TIENES 


[ax 


A HB. 
i i 


Hi 归纳 法 可 以 构造 一 列 CV ti A, B Joi , & 


3 (8 一 E), 


Hs ec.A,— DB. Ii. 
Tlw) = 
" RE. 
MeeTRHREIX II = co ,这 就 得 到 矛盾 - SERE. 
定理 2.13 i4 BÆ Banach 空间 ,具有 RNP,X = {Xn 


1) dé B (fj Mil 4 X € C WX. n z Dae. 

证 ”由 下 面 将 要 证 明 的 定理 2. 14 f (X, n S 1} 依 概 率 收 
Mislim X, = X... d Pettis 可 测 性 定理 可 以 设 芷 是 可 分 的 ,于 是 
由 Kadec-Klee 定理 知 B 上 存在 与 | - | 3e rij Kadec 范 数 
We |IK 兄 文献 [59] 的 定理 工 . 2.4.4), 又 由 引 理 2.12 及 第 三 章 
emails 

lim HX. H = IX- ae, 
lim f(X = /OCO. Vf € B. 
Bra EE [| - [| B3 Kadee ERX. n Z- 1)a. e. WAF X... 
定理 2.14 i4 BẸ Banach 空间 ,具有 RNP,X = (X, S7, un 
1) Æ B (ÉL SCRERESEHX E C). NO ml fd a. 

WEO XHEXEREPSDU.RZBRULE..EZINBSBÍüD 
FREM. EMMIS E ETAT, mk 1) C tu. 
z»1)ffB($ X. 57... EZ» 1) J& BELAREA TO 35. 由 推论 
2.7 SX, RE Z5 1 a. e MEUBLE X m {KX} 和 XX 二 UC 是 任 
意 两 个 收敛 子 列 , 则 可 以 选取 一 个 新 子 列 使 得 GD)X。E QUOS 
kde EX, € (Xa FR EMR. (iD UC, ) 是 (C) RMM. F 
M X.) ale. UC BI. PA im XC, 一 limX, | HAB CX, n ze 1) fie 

EH 2.15 i$ BE Banach =m, RA RNP,X = {X n 
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zz 1) dé BHRR, EAK C (D Xo miri umo 
CD EHE E. i 
XEBH Ze w [82] 的 定理 10. 而 关于 B f A a e H. 
Chacon and Suecheston F 1975 E28 T in TF SR T E i 
有 兴趣 的 读 KPRI 这 里 我 们 也 路 去 征明. 0 
定理 2.16 T Banach 裤 间 互 具 有 RNP.B” 基 可 分 的 .看 每 
— OB) 类 渐 近 ea e. Sj 


$3 B EERU E AB STE 


TEA = 4I. nZ1NBÉfiapeuWIs toy dut 
DA) = X, — X, pn S AX, = 0. WEKO ERGA bae. 
收藏 : 且 0<Pt4y < 1. 我 们 称 这 种 只 是 在 如 的 -一 个 局 部 子 集 上 
的 a.e. 收 敛 性 为 局 部 收 合 性 . 如 B2 的 定理 2. 6 就 是 一 个 局 部 收 
各 性 的 结果 . 本 节 研 究 3 值 车 型 认 列 的 局 部 收 傅 性 . 我 们 引进 下 面 

|. D44XD 


sup | D,CXD li. 

1x Xn 

D'X) = sup [ DX); 
lk 


BD 一 DEQ DON l^ 57, Ds 
&—1 
Bp. X) 一 limB,CGp. X); 


S4p20 = MIL DOD jj^, 

Sip, X) 一 limS, Cp X). 
C 总 表示 常数 ,在 不 同 的 地 方 可 以 是 不 同 的 值 . 

定理 31 设 B 是 声 阶 光滑 空间 (二 p22), 人 二 UXQ6 
1 之 1} 是 BB 值 可 积 适 应 序列 , 则 


(BG RY «x o», SL EDA |, D || « o])c (X, on. 
k=l 


n" 
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证 $ DOW) = DX) — ED, OX | 8, D, 


wW, = 5DW), (nA 


WW = Eam 1) X B (B. 又 
| ,CD s 2^7 '( ll DOO I ^ + EC DOO E1572), 
k 
EC | DWO | ^ F D S 2Z^ECI DO B. * 1... 
从 而 有 | 
BG, W) < PB, X). (3.D 
对 任意 1> 0, 令 | mE 
r = inf(n ze 1, B, Go, WD > A) inf = oo. 
Mr ET, HEW. = (Warn Lun ze lr Bi. H PREME 
有 . 


ENW l? = El DD WT ll? 


k=] 


= cME ll D, OV oss ll^ 


i=] 


= cS E(ECI DOW gn iF) 


á-1- 


= cESE( | DW) | * 57.1) Een 
=) 
rin 

= CES E( | DAW) | * 91.1) 


= CEB.. pW) 
S cÀ, NN nzxl, 
从 而 supE | Wa | « oo: HP BRA RNP i Won a e. Un Sx. {H 
TEEB W) SA — {r = o0) E Wer = WO zz 1, BEA 
的 任意 性 知 
(BOB, W) « oo} C (QV, ). 
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但 当 > JEDO) t oo W, BL ERE RUE X, 
$i. &k 

(BW) < oo, 21 HEDARU, < o5] C X). 
结合 (3. D 式 知 


{B(X «o, D EDOD, lE eo] C (UG e). 


k=l 


推论 3.2 i Banach 空间 B Æ p XE SO p .X— 
UX AF Lun zm 1j E B í& 10 2 i , 刚 
[EPX « o0) C 4X, 9). 
定理 3. 3( 条 件 三 级 数 定理 [22]) it Banach 空间 B 是 5p 阶 光 
HRSS AX S (X, nnl) E Bug 
应 序列 ， “是 一 正常 数 ， 令 4 是 由 下 列 三 条 件 所 确定 的 集合 . 


D Mrd p.00 | 261. «oo, 
(2) S EO,ODIa soi cad 0 Der 
hm 一】 


(3) DEI Il D.COX) I an ona sa 157, 1) ML OD. 


"i | 
A C (X, >}. 

证 dE (DOO menv, = MU, | 多 1) 一 
Taba I 11W, 7, n1) YRR E EGup|V, -Va DE 
1, 由 第 二 章 的 推论 4.2 知 

isupV, < o0) = (V, —}. 
fB Bi C12 481A C. (supV, « o2) iE A E V La. e. KLES. [KL 
ik A bd 


3 < eo, BB PG, i 0. ) = O, 
PU 


293 


从 而 


>» DX) I Trp nc et < cp， 
一 上 


更 有 NDAK a Don | ao, C, r. 再 令 

一 人 

W, = Danona sa 7 EDOD noot sa l i). 
由 (2) 有 

IX END = d dno, oo da MESE) 一 ($w, DESE 

i (Web 1) A BERATI 
W= i BODL saco — EOQXODL a saca sal); Dlls 
< ( | D(X) il I, DOC Kk 十 E( il DtA) | I, IBEX d xe! I0 0]* 
e 27 !( | DOO [Das ooa +E DOO WE song xa l-2) 
于 是 ， 

ECOL Wd S D 所 VEC DX) Ti pe | 
由 3) 有 

2 Et LW") < o. 


H1«as pH. p 光滑 空间 一 定 是 a 光滑 空间 故 由 推论 3. 2 知 
PT Wi D «x oo) (Bla, W) < o2) 
c (X iw icit). 

从 而 


C UG o). 
n EAE LIS 的 引 理 5 成立, 即 
推论 3.4 dB Wi 2 阶 光 清 空间 , 基 = {Xon l) AB 
as 一 正常 数 , 则 {XX,} 在 由 王 列 条 御所 确定 的 集 
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(D BjPGI DOO || 22) 7,0 < e, 


(2) D EDD is ooi sa l4, 0 MESE, 
:—1 


RU 


(3) DEC DX) | "Ea ooo qua H97,. 1) «eo. 


rd 


注 HB-—RH[.EYSBEJSHDOS RRMA TREH. 
定理 3.5 设 B 为 p 阶 光滑 空间 ,天 二 X, ZR d) B 
值 可 积 适 应 序列 ,又 设 {a} 是 一 正 数 序列 县 1 委 m m b UU 


[ZEI DO HAZ- «eo, 


DEDALA. Gl « e) c GG). 
izi 
E 到 常 数 < 之 二 我 们 有 
PG D,OD || Z2 [955 0 = Ehoro a) 
xc “EC il D: (XO Il ^H; | pO EO 57,4.) 
c EC DiCXD 45157, 5, 
ax 
IP DOO Il Ol De BEA DOO l1 5. 1). 
i—ti i~] 
RGX. 
ll ECDAXIT soo asa 57:0 1 
= |E QD]; 一 EGQGDCGXM iocotzals7,. t 
S EDAD RZ Dl 4 ECEDIOD | * 9; D, 
Ak 
y` | ECD RYT pop tm 1) | 
i—i 


« », EOKA Ok + PEOD d* 130, .), 


i=l it 
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Er i DX) I ^I ond za LF) 
SAEC DOOD 81:57) 
KE DAD ILF a), 


MEC l D; OX) |l CATTER L. » 
ie] 


«cS EG DOO ISF). 
i=l 
由 定理 3, 3 立即 知 本 定理 成 立 . . 
定理 3.6 设 B8 为 p 阶 光 消 空间 ,天 = {XF nna) AB 
值 可 积 适 应 序列 ia 是 一 正 数 序列 且 0 «a, «1, zm 1 » Bi 
(JEA DO [157.0 < oo) (X. >). 


这 个 定理 的 证 明 与 定理 3. 5 的 证 明 类 似 , 这 里 省 略 其 证 明 , 
推论 3.7 设 吾 是 疡 阶 光 请 空间,0 -ex5X-Ii1XS-,., 
n ze 1 A B (E Lex px LR 
[DEA DOZ.) < 99] C UC o 
证 ”出 定理 3.6 与 推论 3.2 知 推论 3.7 成 立 , 
定理 3.8 i$ Bx 2B CERBLX-—(X.J.n02z1) XB 


É n] 8i Py JESUS, anm 1} 为 正 的 可 预报 序列 ,{a)} EEK 
实数 序列 且 o; 2221, 


(XU, < e», PUHE DO NG) < o0, 
i=] i=] 


S EDOID] < olC X, oe. 
TO NE-AR >A 
Y, = [CI DOOD IAP a) Jr, 
M o7 2 Bj LU 
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Y, > US [E] DO l9 159, ]&! UI, 
于 是 ， . 
Y; = YJo go, + Yili u, 


sU, + EECEDOD [8] 575) ]&^ 

EC Dx) "| A Ty st 
. AU, HUNTE DOO I4 5), 

fB a 一 2 时 ,上 述 不 等 式 仍 成 立 , 从 丽 由 

$jU, < co， Xi I DAX) | SLF) < 
i=] i=] 
可 得 
XE | DOO 1 81355435 « ec. 

由 Jensen 不 等 式 有 


[ECI QD 157.0]?  ECI DO AF a), 
& 


EDO AF) « [EC BOD ll * [57,5 ]&. 
由 定理 3. 5 知 


(330, < eo, 32U-TECI DOO I L8, < ec, 
iri i=j 


DY LEDOK F) <o} X. >}. 


推论 3.9 iB 2B JyGHxEm.X-—1i(X,55,210*xB 
18 TU e Bk, (o) RE ERUF EL 0/22 2, £29 1. 00.) 是 另 一 正 数 序列 


B. 328, < oo Ji 
[3 iE | D.OO ss « 95] C UC o. 
证 由 定理 3.8 RAIL SERRBT IE X Anil 3.9 成 立 . 
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DUM AMEAPERATHRDAA AER rr Ronin 


注 HpTdU qudm Or PREIS. HEZ HR? 阶 光 
滑 空 间 . 故 推论 3.7 与 推论 3. 9 明显 地 改进 了 [84] 的 推论 2.2 及 
[4] 的 相应 靖 . i 
定理 3. 10 BO PEINE NI, ipu 2.X o u4XQ V, 
n zl) ABER, E p 3)" RI IG. | 


(DOXD J|? uim 
o Xd pm emn 
【一 人 t 
eu D(X) ||? . 
D 3 gl LED E. zz je cmd x x. 


cEDOQODI TT 
Ih BEER N) se E 
证 — HOS WEE RR PECIO RAD 之 下 定理 3. 3 中 的 条 件 
(UO RO 万 之 对 于 有 0 DOOI mec 0. 则 有 
2| D;cXo |? 


f 一 上 


CU TD A l; 
ik 
AADI 26H, D = E(w zal 1) 
eg 2i DOR 07? 
SEG DROP [T E 
由 此 可 得 
SUP DIQO ll Eeh < ec 
e=] 
HFR. | DOXOH Ze 0.Hj 
. 2I DX» 4? 1 
cDXY Ti 
Iz] E np f8 


SPUD | eF < ee， 
EM. get (1) MESZ. 
其 次 ,对 0 过 8 过 1; 有 
DE !| EDOD i nasa lS S. | 


z 
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-haf DR 
< Def i! a 


i=l 


Faoi sal | 
D 


A IDODI -i 
Ea Def DOSE, nana cadre 


ES 


DU 
Be 


Sel | DX) 
DCNY | 
DIBUE 


u p EG GO Li» oot aa |, 1) li 


LD.OO f 
m 


1 


jj 
Maps ee, 


al 
" 


A EX V 从 


Tua Aoi ma F, | 
i 


pl DXY 
si BOOP EA 


—c 
500] 


I, | BOXO p uei $a] 


= | DXy Hs 1 
2s Srl), 
由 此 可 知 当 (1) 或 (2} 成 立时 ,定理 3. 3 中 的 条 件 (2) 成 立 ， 
JO 18x. 


| DAAD 6? DX)» ||! 
i “y ——li noosa S MM TT 


于 是 


MiceEQ LDX) HT pnt so F: 1) 
i=] 


me: 


| D,QO [|^ 
«ME IDOD re 


HOLP LLERS ap hT 


CREES 


J Doo, 
D tH D,UD B ze 
Dexy |? 

« JB OA p, nota 


il DX) 9? I 
Um UU 4- |i DX) | BLD rs 


299 


SEI D(X) | Tasso Ms i 


i=} 


EDIE |. 
SE > + Dx 


于 是 ,由 定理 3. 3 AX.) a e idt 
定理 5. 11[3] 设 B 是 记 阶 光滑 空间 (1 之 pp 所 2), 有 XX = 二 {X. 


= TDX, Sun > DEBÉS., XHE- A7 0,4 r, — infin 


it] 


< 


LS. 2035 z < Àj ini 一 oo GEL x x AT 0/8 
| D. X) | dP < co, 


imi 


则 {TDN «&ee)c "2 


TO BRn ET AHR = (R= Xy annB 
i ax. | 


SCP XDF = ( | X, l^ 十 M l XL 一 X, i )* 
k-1 
一 | E Xaar lA + »» lX aaan 一 Xaaa ll d P 
k=l 


=(1X,1°+ > IXia — X 077. 
于 是 ,在 (a 一 mm) 上 ,有 
CSCP, Žr -—[S(p, DPA , 
在 {rt; <æ} EË 
SRDE = (51(psX) + DOOF 


X Ga G,200* + IL D4OD I 
KA+ IDON 
因此 ， 
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oomen m ve rr lias pide RARA ri tet ea Raimi. ms 


EGG X»xac | EDO E 4P & o. 


fnm) 
Hr Bd p JG As), ni B Eg prx. d pso]Am:xHE& 1x 
re co, 存在 常数 c 使 得 


Esup | X. lr & cE( $2 4X; a, 
特别 当 r 一 1 时 
Esup | X. &cE( 5] 1X. Rat) 


a-—i 
= cE (p, RF 
«o0, ] 
E fisupE | X, li «oo, X. p JGIB EAA RNP, iX an) a. e. 收 
£t. 但 在 {5 = co} EX. = X, a e. n > l, FE 
(SGX LA) {n = 99 C (X. >), 
由 4 的 任意 性 知 
ISX) « oo) C (X, 9). 
定理 3. 12[85] WGBEPEDONZMIOXXINX-—(X, 
Fon > 1) fé B 4& np iih gm 3d. # ED'OD < oo, 
E sup l| ECD CX» E97, | e o0, Bl 


(31 D.GD < ee, S] LEG. QOO NF, IE <} 
一 了 a-1 
C UL, -> 上 


证 DW) =D, X) ED, |F. )D.nz21. WW = 


= YDW), Fon z 1} ABER A 


| D.OV) | ^ s: 2a D,CO [^ + E EGOQOO PN? 
ak 


Maronis 2%- (X I D.CXD |^ 
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Ln — 


i 


十 MI EGO,GOpHZL) Hn?) 
T1 


m 


从 而 
(D DD Er « 6, $2 LEGO OO 7,1 < o] 
此 一 上 ， a] 
C(O ED.OD |^ «ec, 3I EDOD, D 1^ o] 
=l ` 此 一 上 


CS DW) [* < esi. 

一 二 

另 一 方面 ， 
| D.OV» | x: EDO] 十 l EGOCO E 1}. 

H 

D'OV) ED OO + sup | ECD,CO Fn Dl 
从 而 

ED' (W) sz ED' (X) 十 Esup | ECD,CXO ] 9, D| oo. 
这 样 对 任意 停 时 rz € T, RN 
il DOW) || dP « c». 


Ple] 


于 是 由 定理 3.11 知 


(D DO < eS) C OV, 3. 
ni 


Ak 
(Y IDODI? «o, | ECD AHF, E eo] 
E cw. 
但 
w, = Dom - DW — DEDOS, , 
一 1 | k=] 
= X, — DED 57... 
302 


Meme mm mem ime ammi 


. £X BEGD,CXO [57,.,9 ||] « eo FT.W.U BEES EE AREE AX, 
S. ` 
{> | DeX fi^ < oo. $T | EDAX 8, | « os] 
CX. 
推论 3.13 IBE piye aN, L.S F nnal) EB 
(& f BR a ED X) « oo Lt 
» I DO 4^ « ee) c (QC, >} 


证 "mU IXA 
Esup | ED A | 57, 1) || 


«EY | EDK |. D DU 


= PEJ EDOS.) | <0, 
a Z 
5 [.ECD,XD n ) | e a.e,. 
MH REE 3. 12 知 推论 3. 13 成 立 . 


$4 B 值 蒜 型 序列 的 变换 及 其 收敛 性 


iX = {X un’) 是 B 值 可 积 适应 序列 ， 其 差 序列 记 为 
(D,CX)) OX, = 0) 7 = (V,,27, n Z1) 为 实 值 可 预报 序列 . S 


= Non l. 9k Y = (Y, nn XEF É 


变换 . 省 X fk CREE REI ER 30 CER, B AE Bi, Mil, ERE BS B 
Bh EAE DURER JE X EF V f SERE CHIESE Bb IU Bos p , H0 fe one 
换 ,一 致 渐 近 鞭 变 换 ,Mil 2e e HERE BE ER ER AE n ,等 等 ). 
定理 4 1[85j I Banach ZAB Æ p ATHAR SPS 
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205,X — (X,— EDX "了 ,sn 这 1} 是 BB 值 可 积 适应 序列 ,V = 


kmi 


(Ver F n 1} 是 实 值 可 预报 序列 ,7 = Y. un m1 E XX 
FVT, 


[B X) < oo « o, D V EOOD Faa) l| « e] 
k-i 
C (Y, >=}. 
证 $D.QD = DO) — EOLOO | 3, D, z: 1, W — 
iW. 一 DYD), F.n l) EBER, wY = {Yn 221) 


k-id 
AW TV EEH, HEE S. 1 的 证 明知 
BGB ,W) x; 2^Bip, X). (4. 1) 
J6UE V^ «IO EXC EA 0, 
r= infin zz 1,B, (pW) > A) inl) = co, 
M rE T, FEW, = (Wal aon 1) Y. 
4 之 1 均 为 了 B 信 苇 , 用 第 五 章 的 定理 得 3.5 得 


l Y'a l? = ED DY Hea i 


£i 


*z c ME IDY Ts |F 


à-1 


«c» EID) sa ll^ 


kmi 


l 


c D EEC DW Hien l^ 197,40 


k=] 
= cE S EC | Dw) MEF Hisa 
k—1 
- TÀM ` 
= eE D EU DOO ?| 1) - 
i—i 
= CEB alp W) 
Ea cA, "n l. . 
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A fj supE | Y'a | « oo, BUF B Fog RNP i Y'a. e. lo. 但 

EBW) « Ay — {r= 09) EY', — Y'a. e QZ- D, AB 

性 意 福 知 
E (BCOp WY « oo) C { 一 }. 

对 一 般 的 下 一 (Va Fanal), VL c V.ay gan z=1l,¥ c 

> 0, W V' — V’ F sun > 1L) 仍 为 实 值 可 预报 序列 且 "gL 

EYA — {YPF nl) AW EFV E, EE 

(BIW) « oo) c Ye —). 
但 在 {V" « c) EY =YP, amidk 
(BCGo,W) « eo,V* c) C (Y',--). 


而 
Y', — Y V,D,QV) 
4-1 
一 DVA EVED OO 7,1) 
i=] kej 


=Y, 一 OVED (CX) |F 1). 
nj 


E% V* <e RS) IVI EOD F) < oo REY ROS 
* Y.ukSt. c PEREA 
(BCo,W) < ooV' «00, 3 IV. 


x | ECGX,CO RLY) «oo! 
C {Ya >) 
PEIB C4. D RR 
[B X) < e, V' < oo, > [V] 


k=] 


X ||ECDAX) FY) o) 
CO.) 
推论 4.2 Ub Banach 空间 B 是 pp 阶 可 光滑 的 (1 Spa). 
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EPEE ee am re $ 


d 


= (Xn Zi) 是 B AMR, V — (V.S nm 1) fx iu] 
预报 序列 ,了 = (Y Fn ze 1) Æ XET V (dti ue p og] 
USC X) oo, V* « oo) CL (Y, —). 

推论 4.3 i9 Banach =M) BÆ p 阶 可 光滑 的 (1 M BXD.X 
= UXSUnZEIPEBf(inpfüuiimEAX.V-—i(O.v.n-pE 
实 值 可 预报 序列 ,y = (Yos, m DD EX ETV np. x 
3 IV, < oae Gto e T — DUM 
arl 

LBX) <o} C UY, 
证 因为 [V| — 0. a.e.. MAT suplIV, | Lona e. HESI 
的 Holder & SEX Ze 2E FEE BL Jensen 不 等 式 有 

2 IV, | EEXGXODIASKA, D LU 


E 


SIE I*OIDOD ^p. DF 
É 
2v) "(BO X». 
UBCh,XD < oo} C (Y, -+). 


推论 4.4 i Banach 空间 B 是 p 阶 可 光 谓 的 (1 C pc 2)X 
= {Xon EB 全 可 各 适应 序列 ， 则 


IBP: X) < co) 


证 取 太 一 lom. fü V = (V.,50,.n zz 1) Ou Sc fi n] fs 
WEILE S L < oo, 由 推论 4.3 知 


{BPR) o)c Y Zo žu), 


再 用 Kronecker 定理 [86] n 
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l€——— — E 


1BC(p, X) < oo) Cc X, HAF o). 


定理 4.5 设 B 是 Banach SH, 1 «C p «; 2, WI F FL BEXE i: 

COD B & p Dru ORB; 

(2) 对 任何 B8 值 可 积 适 应 序列 无 = (X, F nn zm EAE 
值 可 预报 序列 了 = Wn on Iph AY = {Yn Fna EX 
关于 的 变换 , 则 

{Bp « oo, V* < o0, D [Vl EOS OD], Il 


&-i 
<} 
T iY. >}; 

(D 对 任何 B WWM X — XF ZG ERES 
报 序列 Y = {V F on SLE Y -d(YsG..nIibAXXTV 
的 变换 , 则 

(BAAD « oo, V* o9] C {Y,—); 
(4) 对 任何 B fik X = (LS anzmibd 
{BOP X) « oo) C (IX, —). 

证 (002(02—OG0- DÀ BAR. T UEGDCD. 1$ X = 

(X, ‘n ze 1) JE B (ERE LIS 


Lj 


« l 
$ EIDO’ o o 


之 " (4. 2) 

dax,- D PD amaüxto Gnsusr sq N ndn 
Ho ERQQXO = E ME EDADA = 

Denan = DL < oo, BX < o, 

a.e. s HCO 知 X", — Y Ae a.e. I 2X. h Kronecker 定理 知 


— —0a.e.. ie qr EE) ETE 3.5 4 B Ep 阶 可 光滑 的 . 
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dm Ó— ÁáÀ— o e 


LL d 


EH 4.6187] i$X-—1i(X,— 3 Do SF.,.nzel)XBiü 
B XHE— UT, n 22 1) 停 时 r, 有 


I D.X) | dP < o5,8(0,X3) = 91 E DO l^, m 1 


{razo | m-—i 


则 对 天守 0,DCX) 可 以 分 解 为 

D(X) = DW + DOD + DN ZA 
HPD WYF i Sh UO IE 1) D2), i 1} 
P B AWAFIHE 


E 
D PD QV) > o « £O EO? 


及 
(Sp RIN x; KS D' QW) = 0, 
《2) EC? IL DAD lo < eo, 


i=l 


(3) ES (p, Z) « oo. 
证 ”任意 玉 >>0 固 定 , 邻 


r= inf[s zs 1, .(.X0* = DOK) 


i-1 


infi = oo,. 
Wire T.a ilS ' 

DW) = D(X H ecn» 

DOD = DK H eon — EDX H pron | 9), 

D,OD = DX Hon 一 EDX Hron (F) 
RRD OW) S, ZR UD QOO EF ai h (DAZ), F i1} 
均 为 B 值 园 差 序列 且 

| DD = DW) + DO) + DZ) i Sl. 

TSRS K-—GG., X) K, (Y nZl1)—r-oo,BhtH 
D: (W) 的 定义 知 DW) = sup | DW) 一 0. 另 一 方面 ， 


PDW) > 0) C Pc « o0) e PUSH, XE 27 K) 
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EE 


EG. X» 
SR C 
这 就 证 明了 (1i) 成 立 . 
E( $3 DYN) E( D IDX ll) 
i=] i-i 


+ E( EEO DK LA | 1)) 


im 
«23; EI DOO I Ts 
= 2E | D.X) ll fusa «oo, 
这 就 证 明了 (2) 成 立 ， 
对 每 一 ?学 1, 由 Jensen 不 等 式 有 
E || DX) ||? = E | DAX) Ie 
一 EDX YUY mon F-D) ll? 
s PE || DDO [| rois 


故 
ES(p,2) = E( > i D) 有 
i-1 
= $E" DAZ) ^ 
i=} 
SADED I ies 
iwl i 
= 2E 5 | DO) | ?Tiyan 
iœ] 
t-l 
= E[(3) | DO N?) hes 
i=] 
TESI LDODI*) ss] 
i-l 
< YK! « oo. 
这 就 证 明了 (3), 定理 证 毕 . 
定理 4.7 设 Banach "E[&] B JS p BEES RICE P L2). X 
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mA ARA m MÀ o 


PR 


c (Xn Ze 1) AD) 3E B BV. = {V7 ,wn 之 1) 为 实 什 
可 预报 序列 ,Z = (YF n 22 1) REX KF V. (TRE BR LU] 

(SCp.Z) «c oo,V* «; oo) C (Y, — 

证 “对 任意 常数 工 , 令 
r= inf(nzed. di X.|| SL} ,nf = oo. 

BrE l) 停 时 .再 令 . 

DR) = VDA H ao hws i E L 
EE E bVdgafaeaxua 是 只， 可 测 的 。 所 以 
EDRO: 一 VI esalig gu EDX |) = 0. 因此 R= 
IR, = S DD. Fn m1) Bk. XXH— imi 


k=l 


(DUDI SLID) || hen = L| DX) || u-i 
+ L| DOO |‖ 
e L| DX) || Fece + LI esa CI X: |l 
于 Xd 
s LOG XE + X; a E Hesa + 2L 
KLI X Zeca 3L 
AERE nn 1) 停 时 0o, 有 
EDAR) | To & L| X. Te + 322 
XAF B (E SRCDO 条 件 与 (C} 茶 件 等 价 , 所 以 
E | DG) || Foz, sz LE || X} | Fes + 3L «oo, 
MAEHE 4.6 48.V K 00.1 p x2. DGD 可 分 解 为 
DRY = DW) + DOO + DID E 1. 
其 中 (DCW) iD) 、{D,(2Z)} 均 为 B iios Fes. H 
SCR) = > | DRY [| SK" 
于 ,有 l 
sup IDOD lj  o,E( HADO IE) x es. 


全 
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ELS IDZ t) < o. 
=i 
令 
Ak 一 (X || D; CR) i * x; K^), 


i=l 


则 在 Ax 上 ,sup || DOWO | = 0, 因 此 ， SDW) a.e. I S. 由 
iml i=l 


ES ID.» |l ) co ADDY a.e. (x Sx. X hB E p DpXGRE 
空间 , 故 存在 常数 c 使 得 
EN YDD «(EI SDZ NY 


« (ec | DZ) | 入 


«(EM IDD), 
i=l 
因此 


a " "m uu" 
supE | YDI SLEX | DD ll) * < om, 
al i=] icd 


HF BERE RNP. 从 而 35372 a.e. QUEM. XX FÉ. 在 AK 上 


i=] 


31.40 a. e li i (8 


2 DIG L^ £^», lb DOO H^. 
fi | 


iwl 
TR 
(DD OV «se)c A. 
i=l T 
4 


1 一 1 


B. = {J DQO [* < eocsup|V, | & Lesap | X. | <£}, 
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由 D,CO 及 rt 的 定义 知 : 在 Be 上 Y, = vb, (X) 一 225. (R) a. 
e. Vc 8i m | 
(DDA l t< osup |V| < ecsup | X, | < 一 } 


=Ü B, 
XUL X. ll «57,2 Ze 1) 2] SE dE N FR. h Fe ze RH: 
lim IX i a.e. 存在 且 可 积 , 所 以 sa | X. l «oo a.e S 
(SCp, X) «o0, V* oo C (IY, ). 
定理 48 iR BÀ 2gNXUHEBIOXPÓS2.X-—1IX.-— 
Beet 10) BABENALV = UV. n1) 为 


X, = LV iid EP. 


x.- Èx.. 
若 以 下 条 件 满足 : 
(D S) PQV.| | DX 1 > 62 — 0, 


a P 
(2 57! 3T EQC, 17, 一 > 0, 
iw] 


《3) 5;^ DE | X, — ECC, li^- 0. 
iw] 


则 
27.5.00 P 
O 
证 EME 

Y VD, X 

PIX. | eo 

E 一 一 一 
i b. b. 
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J 


»XX. $t DOD 
一 P iw) I 


b, * b. 


< JPX., KVD, NY) 
iwl 


= M POGV|L | D;OO > b) — 0, 
iw] 


要 证 
ZVD OD aur P 
b, —-0,H b —x 0. 
(Bh C2 知 
E DEX NT) — 0, 
i=1 
故 只 须 证 


bl Sx — E(X, IFD] 0. 


HEE., -EX 1 n) 为 B 值 靳 差 序 . 
列 ,这 样 由 清光 滑 性 ,对 任意 > 0, 有 


五 (| 和 名 Ci 一 EX F-D] e 


xag i)» 
Bh 立即 得 
b. pura — EQCG M, D] 0. 
这 就 证 明了 定理 成 立 . 


注 ” 由 于 实 空 间 蚌 2 阶 光 清 的 ; 取 V, = 1,4 守 1, 则 由 上 述 定 
3E sr. BPE I [88] 的 定理 2, 13 成立， 
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——— o- 


E349 设 B 为 p 阶 光滑 空间 (1 cox DUX = {X, = 
3o, Fondi) BW iun 
预报 序列 , 令 mg bb V. DCN) 人) 一 致 可 积 , 则 


| Svo l| * 


E 一 全 一; On ). 


证 t£ 0,8 A2» 0 EDR ERR a ddr 
E|V,i? [| D.CX) | "Foe tao onda < e, V n zm l. 


会 . 
Y, = VDX) vaio gorga» 
Z, = YDA iv ia» o0 2 
于 是 
V.D, (X) =Y, + Zeon hL 


显然 ,(Y VDCX)， n zeli A BEH. hF BA ppe 


[8 . Hr [89] 知 * 存 在 常数 c, 使 得 
E | XD o0: i*« cE( > | VDO [| *)* 


= E VY, Iz.15)* 
i-l 
&e[g( 9 uv. N+ El ju za 8. 


icl 


由 于 ul cima « DIZI = S ivl 


-DX | “Ty, E oO poils 


TE. 
E || 5;V.D;OO | s elna)? + ne], 
i—1 
因此 ， 
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nE | S3V,DOD | * x [Ant + e]. 
=} 
4 nx o (Bn. 


lima E || YD | * & ce 
atm 2o dm] 


I SVD l" 
RE e EREA: im E — 一 一 0. 定理 证 毕 . 
由 定理 4.9 立 好 知 下 面 的 推论 成 立 ， 


jiji 4.10 设 B 为 2 阶 光滑 空间 ,六 二 (X, = 2 DX), 
Faon l) A BÉR, Sagal DAD [| *) —srup8 , Ut 
Xx L 


——»- Ù. 


L 
"na 


注 当 了 = 有 时, 寺 述 推论 即 为 L88] 的 定理 2. 22. 

定理 4H WU B5bBJXBUZURBOsxex2:2.X-1X.— 
XD. QD. Sun 1) A BÉR, = VoF on Zi 为 实 值 可 
TRY 5j, IA az 156 GR) 成 立 ; 

(H): DE PCak 一 aka) 9 PEVA [DOO |j * « oo, 
其 中 {a.} 为 一 JL FE IE SE MUTA H lima, = o(a, = 0). W 


vao i 


CI? -0, 
d, 


S VDX) 
(2) E ——— Od, E. 
[5 


证 OO HAUEBX€RBDIOSSVIDIOD Eun Ze) X B (ls 
i=] 
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EEROR HAU an: e n a r 


Ed 


9 二 1 时 ,由 RARE TERS e 使 得 
E || ZI VDX) |? 


n 


X ca, ^ 5 E|V.|^ IDO I ^. 
i-1 


E 


由 假设 条 件 及 Kronecker 引 理 即 得 
El SV.DOO n^ 


i=l 


" > Ọ (n — o2), 


3al SAS (9 一 1) 2: 由 [89] 知 :存在 常数 c > 0, 使 得 


a "n 2p 
EV SIVDLOOI^ El CI ooo pr]? 
:—] 工 一 上 


< 


EI ai 


= ca, "EC WP | DOO f ^ 


= ca, ^E[ X t — at DFCat - ato i 
IV.I^ | DOO |^ 
S ea, PE (YT (tat — at otv] 
[D e ~ t IVP nio pos] 
= 


q 


= ca, PE| cay Sat — at) 8 PVA li DO || ^ | 


= ca, ^ D, af — at) * PEJ|V.I || DOO ||”, 
再 利用 题 设 条 件 及 Kronecker 引 理 可 知 : 
El YDI” 
i=l 


T —-0 Ín — œ), 


这 就 证 明了 (1) BE xr. PR [907] 立即 知 (2) 成 立 . 
推论 4.12 WEB BEDCHEZHBOxbPLX—(1X.— 
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DUTT OMe ae e ed 


3B 00.6. > = 1) ABS = {V7 nn L1 为 实 值 可 
预报 序列 , 若 对 革 (214 
SEa neremgVt DOO [LA <>, 
Ti T 
SVDD ; 


(13 —— —— 0, 


H 


YIVD (CX) 


par; 


(2) = 0, d.e. 


(n^ —(n— 1») " n 
n? 
当 1 pzI2NHT. 利用 极限 lim at 一 (n — 1)*) nr 一 
A EH ;对 一 切 g ze M TEREIE TEE Koo a KAA 


G^ — (n — 1») * V 1 
* 一 =p 
一 所 1 17865 iy 


i—gte- 11] 
n Fi—«t? ni, 


1 
一 之 1, 窑 
pob8 


在 定理 4 11 PR a [= 2, 则 定理 中 的 条 件 成 立 , 从 而 由 定理 4. 11 
立即 知 本 推论 成 立 ， 

下 面 讨论 概 率 极限 鞭 与 相 邻 极限 蒜 的 变换 及 其 收敛 性 ， 

定理 4.13. iE X — { 人 ,多 区 1) 为 阳 值 可 积 适 应 序列 ， 
Vo 二 六 on 之 1) 是 实 值 可 预报 序列 ,了 = (Yna) 是 


区 关于 了 的 变换 ,着 CE IV. < cotl « pot X.) 
一 致 绝对 连续 ,其 中 广 十 i =1, 有 有 EOS, 1) — X. 


一 > 9G -> 20). 则 Y 为 B 值 拟 软 . 
证 了 二 {7,, 纹 ,wn 这 1} 为 B 值 可 积 适 应 序列 是 显然 的 . 对 
任意 上 全 0, 令 
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RD = | | EXOLG[57 0 — Xil me 
S? = 1 i ELX |F) = Xia | >eE}. 


由 于 Iv.» < co, BUE AE GE SE BM, L5 m> M, 时 ， 


PEV OF «up 


D | VAES — X; , ll aP 
TER gl 
«es | IVar 

I= guy 


< eX; [Iv.tar 
izm 


SHLAB 


i> m 
P 


« gt, 
XAKI X. *) —2c 28x ESRB ER e 0.T£3XE 0 0:54 € 


分 ,P(A) «8 Bp RU 
sup | X, dP « e, 
amb) 


A 


P 
由 于 | ECX,[57, ,9 X, | — 0r — oo), OH EE 67» 0,8 


> 0, 存 在 正 整数 M oh >M 时 ,有 
PC|| EX; I) — X4, > 6 83. 


Ht M = maxiM,. M.) WRH n 2 ,有 
BIEIJ EGLIA, ) — Y, |] 
im 
= JEV | ECX NS — X; | 
i— M 


= 2 | IVAI EOGIS — X .14P 


+ D | VE - X || aP. 


iM guns 
但 
5 [ivi EOGisn o X dap 
PM vt 
L, p 1 
< X[m.rar)*( [eacus o — x star]? 
V ü st 
E l 
< Dav | [axaan fix ian] 
i—M sto esto i 
H 1 
< Y alv.pos(o sup Í EAk 
PM ER» 
« 2e? D1 EIV, OF, 
i—M 
于 是 ， 
ME | EC, |F; 12 — Y. L il 
im M 
= 5 | ALEXIS, D- Xa ll ar 
ESM gt 
"s [IL LEXIS, ) — X; ill gP 
PM giu 
LE H 2617! «2 o6, 


这 就 证 明了 了 = (Y,,57, n Z5 1) O8 B diro t. 
推论 4.14 i X — (X, aun ZR D X B (ru EGERZIHEAU. 
| EX 1S7, 0 — X, ill — 0-999) BULX, L9 REG 
«a Xen), MERZ. sl) HN DE Er < oo, m 


= (Xa F aon 1} 
为 B {EM di. 
定理 4.18 it Banach 空间 BB 具有 RNP,X — (X,,57, n zm 
PS B (T EGENT SLV = {V unze 1: 为 实 信 可 顶 报 序列 ， 
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EMG RARI ism i n 


Y = (Y, unz i) EX ATV AER. x Gne 
iml 
P 

< L EOGCIS$7, G) — X. |l —— 06 一 5. H 


(EX, 0 一 致 可 积 ,其 中 方 十 本 — LJUY — (Yen, 10 
B AMW, H iY, ja e MAX. 

证 ”由 于 {区 由") 一 致 可 积 ,更 一 致 绝对 连续 ,由 定理 4. 13 
知 Y = (Y, nn zl) dHBSB(GI E. XD 


EYI < MAYEI: — X: il 


c 
全 
«IG VIORE | X — Xi ados 


&GapE LX, (OT 31 GE vor, 
于 是 
supE | Y. || < 2GsupE || X; || SE SEI « oo, 


i—i 


IY= { 人 为 过 有 界 的 拨款 ,又 也 具有 RNP, ty 
{Y a. e. lr ag. 
推论 4. 16 设 B 具 有 RNP = (X257, zm d! Jy B fiu 


积 适 应 序列 且 || ECX, 597, 2 — X. 1l —-- 00 —92).V = (V,, 


Fan zz 1) AA BUR ERN LAX EIV: |? «opp 


o2). Y — (Y, n ZR EAX KFV ER. XDIPEGK( B UL 
EZEL Ha LA | X.] zDZOWPY — 人 
Ze 1} A BHMA. Y,a. e RAH L L 


Wo WFAA X SZ eR t n 
LATEA. e 一致 可 积 , 由 定理 4.15 知 Y= (Y, nn zl 
为 B (Ed S EL LY, ou. e ir S S PREH Y. 的 定义 知 


I Y. | s 22 5,|V.l.V n zm 
irl 
BEED = DEVIS D EIV « co, Bl S | 
i=l i—i i=l i=l 


是 可 积 随机 变 重 , 叉 之 所 过" , 故 £2, |V;| 是 可 积 随机 变量 ,从 而 
CY, D) 是 一 致 可 积 的 ,从 而 {Y,}L! ct. 

注 ”因为 慨 率 极限 靳 与 相 邻 极限 轩 均 满足 条 件 
EOXI, D — X,al 一 > 00 一 oo), 所 以 在 定理 4.13 至 推 
论 4.16 中 将 B 值 可 积 适 应 序列 换 成 相 邻 极限 摧 或 概率 极限 回 . 去 
RRE | EXS 0 — Xia 00m e) IEEE AD PES 
变 . 则 相应 的 定理 与 推论 均 成 立 . 


$85 B{ BMO 序列 


A RN. open sn. = 0 UAD — RIBUS 
D 是 .多 的 单调 上 升 的 子 " RAURA C257 P) — fg noe s 
概率 空间 . 本 节 的 结果 参见 文献 [91]. 

XX 5.1 1X — (UL ,un zz 1) 是 B 值 可 积 适应 序列 , 称 
X Æ BMDO,( 或 BMOF) 序列 (a Ze D ,如果 

Sup ECE Xa — A a ZO l oo, (5.1) 

(或 者 sup | EC Xa 一 X, AAD I e o (5. 2) 
分 别 记 为 X € BMO,GX X € BMOD a 二 1 时 , 简 记 为 天 € 
BMO X € BMO-)). 35 X 3t ét IEA X € BMO,MCX X 
€ BMO7 M). 
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4 
| X fl suo, = Sup | EC X. — X. 8* 872 p Zh, 
| X ll awoz = up EC X. 一 X. * 97,5 DEP. 
EM 52 X= X. S5..n zz 1) 是 B 值 可 积 适 应 序列 , 称 . 
X KORK O FIA Kas pa ao hH a oo), 如 果 存 在 v EE 
LA ,PR-), Pm 
supEt | X. — X. | | 多 x EQ? | 7,0 08 ZE D. (5.322 
(或 supE( | X, — | SS EQPLS7,) n Z1». 
(5.4) 
HAEA X €.K,OoGEX EKC a = 二 1 时 , 简 记 为 玉民 ,( 或 
X € Kj). X EER ANCA X € ,K,MO X € aKr M). 
令 
| X | x, = inft | vll, ,满足 (5. 3) 式 }， 
|X luz 二 inft vl ie REG. D XD. 
如 不 特别 说 有 明 , 以 下 提 到 ,KK,( 或 .K7) 时 , 均 指 1 apu 
co,a 之 00, 提 到 5b 时 ,对 于 ,下 , TIGE, d 5. 3) 或 (5.4) 中 的 点 
命题 5.1 iX d ma mf) €f. SOl xa m? P XDoo.a «2 
co , lli 
(D) BMO, —,K.,L" C BMO,,BMO7 = „Ka; 
(2) ,K,, C aK p Eu C 关上 特别 地 
BMO, C.K, BMO} C.K;: 
(3) X € BMO——X € BMO H D(X) € L^ 
(D ,K, C .Kz EA BMO, C BMOz ; 
(5) X EKS |X| —CE XLI en Z1) 是 实 值 ,KF 序 
5i. 
证 OD 5COO mig X BIRD fg. (07. 3$ X € BMO. HS 


TI pe 


EX.— X. S X.—Xid cL PX—X.alse 
由 定义 ,显然 区 所 BMO,H 
DAN = | XX EC NX, Oo— XK, |,) 
< {X lismo. 
于 是 ,D* (CX) = sup 上 DA) s IX duse HU D* CX) € L7. 
"a"i X E BMO H D'AX) E L'.üjiit DOO s K Ul 
ECI X, — X, lb 157) 
SECI X, 一 X,l 1572 H ECD,CID | 972 
ss X [| ga OK. 
ik X € BMO. 
GD 注意 不 等 式 
|X.— 天, 一 
BIB CAD 成 立 . 
(5) 注意 不 等 式 | 
[AR 


即 知 (5) 成 立 . 


338 5.2. WX — (X55, n zz 1) Æ B ELK, 序列, 则 Y r， 
e € T,fi 


ECI X, 一 X, lB* A7. x EQCUP F 4L. 


证 因为 reE 了 ,所 以 可 取 正 整数 加 ,使 得 mm 六 rzVY 时 ， 
Y4E& Sd 


LECI X, — X. Zdr 


A 


- [EEA x, - Xll jan 
Aa t1 


=> | EC X, — Kil F dP 
*-lanie-ai 


<5 f EU F dP 
+= l an frm 
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Ao 
= | vdP 


#1 ni 


= Ew | dP, 


> 


从 而 
ECL 天。 — X. ll * 570 S EUF), 
注意 到 S. CC 7,, 上 式 两 边 对 F a. BRAA 
ECL X, — EM P ad) KEF oro), 
类 似 地 可 以 得 到 
ECOL X, 一 X, | * AZ AD SE F on), 
于 是 
ECL X. — Xe | 7.4.) 
SEOCI X, — X. X - X8 *] 55742 
= LEL A., — X. li* 7.40 + E X, — X. 0 57.423 
s EQ |F ora). 
定理 5.3 iX — {X nn 22 1) REB LEK; 序列 , 则 有 
(D EC X, — X hF.) 
x EGO'v |57,)(4 o € T.V c€ TG»), (5.5) 
(2) 3E (X, n Z5 13) a. e Ur SL] 
EO) X.— X, 1-02 
g Ew |N oec T, cc To). (5.6) 
证 G) 由 引 理 5.2 成 立 为 显然 ,下 面 证 (2). 先 设 sosET,rE 
T (e), BB UC an zm a. e. 收敛 ,定义 四。 — limX,, 4 z, — c A n. Jl 
rC€ T,Hr-r, Fe ATI X. — Xede. 
Eese T, re Tio), LARR m zo. nmn 时 ,zr € 
Tc, 于 是 由 条 件 期 望 的 Fatou 引 理 及 (1) 有 
EQ X. 一 X, l* i572 
= Edim | X, — X. | * E572) 
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s limECI| X. — X, li *[572) 
G limE('v F) 
= EQ |F). 
Bii o E T.c € Tto), 我 们 证 在 集合 {o o5! 上 ae. 有 
EC| X. — X,l*157, s EOW | 7,» (5. 7) 
事实 上 ,因为 to < 0) = Ü (o < n) BEBO E CS. T) 式 ,只 要 
uEV ni 
EC X. — X1 *157 To s& EQ | Dua 
 R—oÁAn.S—asa,A-—lissalWA-iR-—S Cc, y. 
利用 停 时 的 性 质 有 
| Ec| X.— Kah E AM og = ECL X. — X4 ll * 157 0I og 
(5.0) 
EXSRDR—o0An€cTERrIR.H EB uES 
ECI X. 一 X, |l" 97,0 sz EC"wv |F g) 
RAG. 90 式 并 用 停 时 的 性 质 有 
EC X. — XLI "* 7,0 ua 
m E [Iu 
一 E(pve S lusu. 
这 就 证 明了 (5.7) 式 成 立 .下 面 证 (5. 60 式 成 立 , 事实 上 ,由 55.7) 
RE l 
ECL Xl — X. ll * 1572 
—EC(QDX.— X, li* Mua + ECX,— X, lE * Foa 
= ECOL X.— X. | Moco 
*OEQ'W [27H uuu 
LEONE) 
定理 证 毕 . 
推论 5.4 IRA — (X, un l) E BLK; RJ. (run 
zl 是 {名 ,,n > 1) H RA RRA]. " XL SF, in Z2 13) 仍 为 
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a mE ERO ea o 


Ky FEI) FREUE REGERE LAT, n Z2 12 EE o X, — (Korat anns 
n> 1) Ky 序列 ， 
证 BF X ALK; FALH Yo n alL A n E Trn E 
TG, ih EE 5. 3 A 
Eli Xa — XQ] 210.) EC 57.5, 


Bir VÀ 
supEC| X. — X. 1* [307.0 sz EUr | ), V n Z2 1. 


mous 


Eb SE XEATLUX, 5. in Ze 11 LK, FEE. TRSURE. HE c, — o0 A nR 
inen TIE Can 2> 1) HIERE fi SHEET SE A Xonar annn 
= 1} EK; 序列 ， 
E55 X= {X Fn > 1) E BOE, JFS] g] 
(DO EC X. — X, ,H" 37, x Ec27w 57,2 (5. 10D 
(V o € T,Y c € Te). 
(2) EX tn Ze 13a. e. izg. t 
Ecip X, — X^, | s EO |) (5. 1D) 
(Yo C T.V cC TGo)). 
证 m 9,— umo. 一 一 1. 因 为 
{go = n) — ie—n 4-1) € S, = Fon 
所 以 of 为 {5,1n Z2 0) 停 时 . 又 因为 
irn) SU. CC UV, m En 1， 
ir = 0} (5€ X,-—1. 
所 以 f 亦 为 {党 ,i 20) 停 时 ， Hrzmeme—i1-—s.BnX- 
Fon Z2 l) ELK, FEAUAI X" — CX, Z0) RE, "T 一 
0), 另外 还 有 
0 
A E ,AN Snl Egon I 
LAA € Fa A N lo n] € Fun Il) 


L 


= d 


I 


aT 


对 和 ,ra 用 定理 5.3 有 
EC X. 一 Xo 站 "| 多) SECU |[8,), 


Ep . 
ECI X. 一 X... | 1970 x ECEv F). 
这 就 证 明了 定理 . 
定理 56 X — (SEA ZI) 是 B 值 KK, 序列 , 则 有 
EUX |P D S cE |), (5. 12) 
Ag. 
EX lw (5.13) 


HEP PW lap Spor 为 仅 与 p' Ba 有关 的 常数 ， 
iE ARFA YS? = {YRA , F nm Nl}, 
yo -| | AL. XMaxmenu. 
| X. AL. mías, 
CL REGE RERO 
WA DYU €.K,.H Y^] s s E XI x. 
BY (n, L)" = sup | Yi? | = X?! AL, 
ml 
© limYz^? = | X,l A LFE. 
V A220. a> 0, 定 义 停 时 如 下 ; 
T = inf im, ll yt I > GÀ). 
rz — infimi, || Yz7? || > (a -- DALJE infi = oc. 
则 Ti EST. (n <o E F a CS. 
YAEH AN (Ux 29) € V, CP,, 
(yv? — (x + DA = dine es) 
C (n «oo, | Yge — Yo] SA, 
EGO s PY >A (] AD BEER 5. 5, WE 
GGG DOLE [| JYP = YER] aP 


Af d Sm 


-x | EIYg5-Yesüisoap 
AM En ond 

| EOIS, dP 

AMin med 


f dP, 


Añ irpan 


fl 


从 而 有 
jaev yup = [ prar 5 (dA 


cp Ge n [Pan i co e Dd 
«Grp o | zrrapa 
af iy mI ua, 


2^ = {十 v. 4 
«et X t5. jean tyr agp 


Pa P Fi . ri 
< D [free] J'[/: Qe aP | r 


yfe yar +0 时 ,有 


， Ë 
[are var «(£t =] (8 zen; en 
A 


a” 


= 中 wa ， LES 


‘任意 固定 < 后 .c 仅 与 p' ,a 有 关 ). 
y [aret yap = 0 时 ,上 式 自然 成 立 , 从 而 由 46 sn tm 
意 性 有 
EY yr 7,9 cE |.57,), 
EXEAYCÓ —XDAL.gGKElmYC9 = X; CHEER Fatou 


3| 3E dr 
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EQX;7 )" |F) = Elim (Y €?" F) 
Los 
< lim CCY D ' y* | 573) 
L— o2 
LEU" HT. 


这 就 证 明了 (5. 125 式 , 对 (5.12) 式 用 Fatou S[REBI 48 (5.13) È. 
定理 57 iE X — (X,,5.,n z 1) Æ B fff BMO 序列 ， 


l| X l| suo < UE O La e! ,存在 只 与 有关 的 常数 ,使 得 
ECexpCaX? ) |F) s& c, «oo (S. 14) 
证 ”考虑 序列 YY 二 (YD. .T..m m1), 
yo -人 lg mn, 
X. min, 
网 有 OY? € BMO, H lY? | so s ll X ll mao 
QY" = X, 
© limy? = = X,. 
V 之 0 定义 信 止 时 间 如 下 ， 
r= infin, | Y? | SA+ p), 
e = infim; || YP || 2» 让, 约定 inf = oo. 
VAEZ EX 
z [n € C A, e, t€ € A, 
^ ie, w A, ^ deo, e & A. 
EISSAM Ka Kma Yl «A 
令 GO) — PCYO >A [) AD = Pe « 00) HL SE BE 5.5 
GA + £g) — PO 0 A4 a DA) 


= Plr, < o») 
m P(o, < co， |l Yn ~— Yo | p) 
r 
=t | JY® 一 YY ,dP 
F a Ien p ^ i 
a= 
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= &] ECOL Y? — YH | 97, dP 


wiol 


E! 


n" [ Yn lacer 


ame 


« f l| X ll mod P 
< Lic. < cc) 


一 lg, (A) , 
H 


E Gatoz 40400. 
特别 地 , 取 — 6.3 — ke. WA 
CGH Do x LG, Che) <e Gle) Le *PCA). 
AFCO EARTEN R esc A coo TE Re LAL G4 De. 
上 是 自然 数 , 蜀 
Ga) L Gake) Ce * PPCA) tet «e 3PCA). 
上 述 不 等 式 对 0 < 过 车 之 < 也 成 立 , 这 是 因为 
G4UD x ePCA) e! «e FPCA). 
PR OZ age! ,有 
ferar = Pewa 


A 
x; PCA) +: ae T erga 
= CPLA), 
Bhe 一 ee?| et “WA< oo, 且 c 仅 与 4 有关. 由 A4E Fd 
Bee E57, c, «7 oo. 
注意 到 Ye =X , 故 有 
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Exp aX 7, & c, « oo. 
推论 5.8 TX — (XLV enal) E BMO, || X || ao x: 
则 当 0<a<e WB EGET a AERA XC BB 
E(exp(aX  ) F st e, aoo, 
证 ”注意 XX' 一 lim X ,用 定理 5.7 及 条 件 期 望 的 Fatuou 5] 
理 即 知 推论 5. 8 成 立 . 
推论 5.9 iX — (X, 5,8 Z1) € BMO, 风 对 0 a 
(e || X || uo: PERS a«a 有 关 的 常数 c, ,使 得 
sup | ECexpte 。 sup | X. — Xa || a n on, 


l 
2 kd 


(5. 15) 
证 AIEG. 0150 起 ,只 须 考虑 EX euo x lgocace! 
BEEE AA X72 1X LU mo ST X mos EE 然 满 足 (5. 
153.V nz lb BHE ne 
AUD LÍ V amc... 
Y? —X.,— X, m = 0,12, 
由 于 


Er I Ys NN yt n I IE 


1 


= EC X, — Xii | Faa) 
1 
E Il X Il BMO < 2^" 
AYU = AYDUDOnizx0)€ BMO, E IY ll guo ls 
论 5.8 知 ;当当 之 a 之 e ! 时 ,存在 仅 与 a n 
Etexp(a sup TY D E me. mos, 
Bp 
Etlexpla sup | X. — Xaa 31582) & c, « oo. 

再 由 4 的 任意 性 即 得 (5. 150 xx. 

推论 5.10 V 421,4 BMO, = BMO ,日 存在 仅 与 es 有 关 的 
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常数 c 使 得 :¥Y X € BMO = BMO, ,有 
ll X Hao S d X Il nmo, Yu C, I X || amo. 
证 XX (XL, 2:1) € BMO, HA 
E XL — Xil l7 KE Xa — X alt 102 
< CIE X luo," 
RAX € BMO H [LX limo SS |X Il amo Bf 
BMO, C BMO. 
BI.gEX--I(XSQ5.n21)€ BMO, Aie IX I wo 
A ERWEE X/2 X os 
取 定 0<a<e !, 则 由 推论 5.9 知 存在 只 与 4 有 关 的 常数 c。 
使 得 
sup I Elexplasup | Æa — XR 


故 更 有 
Elexpla sup li X. = X. 1l 23157,0 SE e, «09. on zl. 


由 初等 不 等 式 rein uz0R 
fcx] dai! E m0 
有 
ECL Xa — RX, FD 


«1E (41 Dipta «X. — X... DIF. 


dalton 41 


al^ 一 €, A yc « o0, 


IFO X € BMO, H || X ll mo, $ Ec — 6X ono rfe (US) a, 
和 有关 ,a 取 定 后 ,c 仅 与 4 有 关 . 这 就 证 明了 定理 . 
推论 5. ii RAX = IX o on 1) Æ B fE BMO 序列 , 则 
EXIF S eX H mos 


*l1-c 


从 而 有 
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EC FD < el Xl ooo 
其 中 为 一 正常 数 . 
证 不妨 设 1 天 | wo 一 z EUER S TA SO ca ce 
时 ,有 
E4Qexp(aXz )|] 597,0 x e, «00, 
再 由 初等 不 等 式 ,t+ < Leto) 


EGG 157) < LECexptaX; ) 17,) 
e 全 lec |l EI BMU * 
所 以 
E(X" [FD EC 有 X | BMU- 

其 中 < 是 仅 与 < 有关 的 正 数 ,a 取 定 后 ,c 为 一 正常 数 . 

定理 5.12. X = {XF nn Z2 1) 是 B 值 .KK, 序列 , 则 

(D pe BL XLI *.c ec T) 是 一 致 可 积 的 ， 

(2 p= 品 时 ,{ 上 关中 ,rE T) 是 一 致 可 积 和 的 ， 

证 ”注意 到 YrET,| Ai 过头 ' ,根据 定理 5.6 及 推论 5. 
11 知 定理 5. 12 成 立 . 

定义 5.3 i$ X — (X,,57,,n Z5 1) dé BAREA. 

(D $5 X EE SSruripe ,如果 

sup up E | ECX.]5720 — X. l| «oo: 

(2) FR X ROCHE BR, UR SR d m 1, 网 {EX.,r E€ 
1T") WESCE rB T" 为 至 驳 取 过 个 值 的 有 界 停 时 全 体 . 

引 理 5.13. i$ X — (X, 55, n 26 1) E B (ET BUR EHE, 
Xs 一 sup X, l| WFELBWIFIEPIRU SAXA OO". 

COD X, on ZR lla. e. Vr, 

(0D UX, 7,2 22 1) f£ — Scu ex. 
7; B REA RNP, RU" C1 De (22. 
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证 明 参 见 [92] 的 命题 3, 这 里 略 去 证 明 ， 
定理 5.14 每 个 B 值 ,K; Fey dioE — Siu gh. 
证 dRX—IXG.n2z1)€.K; d 
vVocT.y rcc TI) ,由 定理 5.3 有 
ECI X. 一 XED EC F), 
HARRO — Vd" REKK CO — (Gom 0) 用 条 件 期 望 的 
Jensen 不 等 式 有 
CECI X. 一 KX, 57007 S ECEX.— Xl ^ 15722 
«EQ, i 


| 所 以 
ELX. 一 Kl 1472 K CEQV FE, 
于 是 
E | ECX,|57, — X. I 
SEWE X. — X. ll 159) 
s EG QV | ))$ 
« EEO [57 ,)))8 
= EV) < oo, 
故 


sup sup E | ECX [97 — X, | x 2(EV)* «oo, 
see T rc (a 
即 X Jé2p— Sie ura. 
EH 5.15 dX — (XX, Z1 E BLK, 序列 , 且 X. 


—. xo V d 21 
= | X. — Xi | dP = 0， 
FA 一 (XL, EARRA. 
证 ”由 定理 5. 12 a ze b -aji EE BLUE RIA 


L -. 
X,—- X, n FE Y djy e> 0J 21 n Zo n TOR 
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E 


[IX-X aP < $. 


Er 
这 样 , 对 任意 c € T^ S ron 时 ， 


fix = XlaP= 2 | 0X, — X. lap 
a i= 1 


«d. $ =g, 
即 limf | X.— X,l4P = o. 特别 地 X CE LCD RA 


定理 5.16. iX — (XL, Vn 1) 是 B 值 ,KK, 序列,B 具有 
RNP ,. 则 下 列 陈述 等 价 ; 

(D X E-H, 

(2) (X, n Ze 1)a. e. 收敛， 

(3) AX € T) 依 概率 收敛 ， 

《4) DE p co MWA or E TL a, 

WE p= o, WAN or c T)L ye. 

dE (e= (2) 由 定理 5.12 E 9| 5.13 x B[ 48 H. 
d= 为 显然 , (3) 一 (4) 由 定理 5. 12 立即 得 出 . (1059 C4). 如 
Rppo HiX rE T) 不 是 了 5 收 傅 的 , 风 存 在 递增 的 停 时 序列 
iron z l1 C Tdqg..onz1 mL 收 人 钱 的 ,但 由 定理 5.12 
知 { XC ^n 251? —SEBEEA X. Hr EGLWER (O9 (2) TE X, — 
X, a. e. WE X, > Xo ase. ;所 以 X。 一 > XX REGERUT JL. 故 网 
Xor e T) AL ES 

34 p = co Bf, ERRAN A.r € T)E Ur St. 

(4) O0. H CO iX c € T)L' S ik V e 0d numb 
ME sr E Tot. E 

i EIX 一 天 «e. 

f . 

sup E | EX) CX | sup E |X.— X, | «xs, 
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即 
lim sup El EX, |F.) — Kl = 0. 

这 就 证 明了 定理 . 
| 定理 5.137 UE X-—i1XS5..nzl1 i B XE S 
FARES ffr. 

G) X Æ BMO 序列 ， 

(2) 人 有 如 下 分 解 :下 =Y, + Zon ol KPY = {Y7 
22:1) € BMOM,Z = (Z,, n z21) € L^ BU — Sitom eh. 

证 (D=). th ípiili 5.1 40 L7 C BMO, mA t BMO 序列 
ZA 7 BMO 序列 iir C299 (D. 

0) 一 (2) BUS X E-A. disgXE 1.150 X ofr ün pue 
一 的 Riesz ^r f ; - 

X,—Y.d-Z,nzl 

REPY = {Ynn > 1l) H BER. z-i(Za.ay3anIlbE-X 
RES RA — B B. 由 定理 1. 1 的 让 明知 了 还 满足 ECX, L9) 
E Y, n oo. 故 有 子 列 五 (X。1: S5.) —e Y, a. e, 人 co 得 总 
是 BMO f£ Fil. M rii 

| EX a 157, — X, I 

O SEQ X. — X,1 17 x 2] X Hl auo, 
4 k- oo1&8 

EY, — 2.3 «21 X l mo: 

即 | Z. E 21 X ll mo HLA z € L^ C BMO, gi TRA BMO JF 
列 之 差 仍 为 BMO FEN, ig Y = X — Z E BMO mil. 这 就 证 明了 2). 
定理 证 毕 ， 
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第 七 章 OB 值 糯 的 极限 理论 


S81 加 权 和 的 强大 数 律 


在 第 二 章 中 ,我 们 曾 讨 论 过 实 值 缺 的 极限 理论 ,在 这 一 章 中 ， 
我 们 将 简略 地 讨论 B 值 寺 的 极限 理论 . 
定理 1.1[93] 设 B jÉ— Banach Zr [8], (D, 2221) — 7 B 
(EE ULAE EE FF 54, H L^ 有 界 , 即 
supE( I. D, | ea, 
la, E ERFA. 


OD EOL p LLA = at eoo (n — 00) XEEXE a > 
1, 均 有 
' SaD, 
lim = LU. 
"7 (A. * logA, * [logs A OF 
(2) E BA p DICTI 1C P2. 0D, 5, nz 1) REB (i 


sa E., (1.15 


MZF]. A, = Det — ca, (a — co) 则 对 任意 a > 1; 均 有 


DaD, 
lim : m -= 
^ CÀ, * logÁ, * Log, 27 
(3) dr Bd EXER ERES (D, nn Ze 1) REB fer R3E ERI, 
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Üa. e.. (1. 2) 


bi rv S A MS. MM. MAS mae D oram 8 


po 2A S= Daf oo.(Q — 00), 则 对 任意 o> 1, 


Sa, 

lim 一 一 IE : 
"77 CA? * logA, * [log A, >F 
其 中 logar = logtlogz?. 

证 以 下 本 妨 令 A >e. 

OD 首先 注意 ;对 任意 非 负 实数 序列 {c} ,及 0 之 户 之 1, 拘 有 

(Se « Xa. 

因此 , 先 用 范 数 三 角 不 等 式 再 月 上 述 不 等 式 得 

E| | Peb SE [X 1an 


= Oa, é.. (1. 3) 


« PEU aD |^) = SjatECID; l8 
i=l i-l : 
xz supE( | Di 8 A. (l. 4) 
ES 
n, — infin; A, > eth, 
则 . 
(logA, ) (logzA, )* > &(log£?', (1.5) 
id 


o, 一 Sab, 
“一 上 
则 对 任何 — 0. Hr BL DL BEAR ARR LOL 40.0.50 有 
P( BS, || > etA, *logA, + (logi, 7) 
EC| S, I ^) 
= eA, logA, * dog ALY 


c C 
S AL dog, ALY ^ logi)" | q.6) 


但 是 
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* 
+ 


n 


1 ead 7 
a A90, (1. 7) 
2 Kp 
所 以 由 (1. 60, CL. D 并 用 Borel-Cantelli 3] Zi n[48 
I S., 1 
lim T = 0.86. (1.8 
He CA, * logA, * Cog;A, )0* 
B B 的 定义 有 
" Ec] 
A : - =£, 1. 9) 


所 以 
E( max |[5,— S, I ^5 


HEATH. V 1 


RENEA jai 
" n 
El max P] [aD] 
ap Haa] 


ai! 
< J) Elat || D. || D 
一】 
 (supE(C | D, | ^)4A, ， 1 
p i 
< (supE( | D. || ^)eA,,. (1. 10) 
i=l 


由 (1.10), 仿 ci.8) 可 证 
max |[$.— S | 


GPE i a 


= Gya. e.. €1.11) 


lim i 
te CA, * logA, * (log, A, )") s 
[EIE 7 1.mf[f& yg n, xn ona. HA 
I5, | Il 5, il 
CA, *logA, + [log;/A,]O* ~ €A, *logA,, - [logsA, O7 
|5.— S, d + HS, M 
C cA, * logA,, + [log; A. J07 


< 
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max |[.$.— Sa + LS, I 


Age I, | 
CA., * logA,, * [log;A, 1)# 
O8). O. 1D 和 (1. 12 即 得 (1. 1)， 
(2) S 


(1.122 


aj 


(A, * logA, - [log;A;]O*- 
Tn] ( Dy cD 5 un zl 是 贡 ,而 且 


fi 一 


PEC DN & supEC| DI 2 2j 
过; DU nb d £4 A, *logA, * (log; A,Y. 


一 上 


但 是 
| dx «o, (V a1 (1.13) 
zr logr-*(log,z) i , ' . 
所 以 
m Aj — Aj. 
之 A -gA ogay AVD, (114) 
从 而 
DI EC cD, ^ 
i—1 
æ AA, 
， P . 
S supECILD; | 2; A; * logA, * (log; A, y 
«Loo. (M oa ]). (1.15) 


Wi B iE P CH Banach 空间 ,所 以 由 (1.15) 并 应 用 第 五 章 定 理 3.4 
即 得 


号 


DD, a. e, WS. 
ji 
应 用 Kronecker 4H, 车 令 

b, = CA, * logA, * [log,A, ]O*, 


WE 


340 


5, lv 
= 一 aD 
CA, *logA,*[log4,]0* Pam 
一 E DaD 一 0， . 8. €.. 
^ j= 
(3) 由 B 是 二 阶 光 浓 Banach 空间 , (5. 


Bh. FErpA CER DSS o 
EC]IS,q ^ &cE[ Coni ] D. Il *] E] 


= «|t Dapy FF ll D, i 5. 
i=] 
但 是 由 Holder RERE : 
Sot Fani ID, I 


1 一 上 


i 


«(Na "(i I SIEHE 
=A! H Dal ID (EAM 
将 (1. 18) RAG. 17) 得 
EIS EO s cE[A$ Sa DU" 


& esupECI D, | - AF. 
i=l 
利用 (1. 1,40) 可 证 (1. 3) 成 立 . 


(1.162 


H7, n Z2 EL AR 


C1. 17) 


(1.18) 


(1. 193 


TERIERA FE BERE 0] — SCR. He TE" oet — 25 WESEL BE GS 


加 检 和 的 强大 数 定律 . 


SEM. LAG 称 B 什 随机 序列 (CD,.n zz 14 EBD SUN SM. 
车 存 在 正 实 值 随机 变量 Zo AEH c € (0,09) , (il 
PELDA 220 x cPO 20. OG nZE 320. 


这 时 , 记 1D.} € Pla). 


(1. 20) 


本 节 剩 余部 分 OM EXE LFEIIESCÉR UA, 8 Zo 1) da kl 
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N.G) NAME rhoQ rm). 


a. 21) 


5] 1.2 AUT: 1j. {Ak zl 是 任意 二 列 正 实数 , 且 
A foo. & 0 过 p < oo, (D,) 是 一 列 实 值 随机 变量 , 且 1D,} € 
b.) EGO) < oo, Tim 4 | Na) «oo, HAE TE r 77 0 使 


NaG) 一 0, 


D', = Dllp, le, (n = 1} (1. 22) 
则 总 有 
S EMP ID Zos, Y ,> py (1. 23) 
r=] 1 
证 ”由 引 理 假设 得 知 ;存在 常数 大 ,使 
Na) < Krt, r> ooh (1.24) 
AHD.) € (Zo) 有 
EDO x ' 
> a ( Hu ll = > ^ | | D, | 'dP 
acl a=] A 
ETE 
一 并 公信 rdP Dl « 
-Safa A [a | 
2 [Er| 1D. | " [^r PG) < dt 
m a. 
Ew > 1 一 A “w ePCZ, > 041 | 
aa | " 8 . 
cn r An 
= 2253 e fey IPCZ, > E)dt 
n-i Ar i 
- “|e Pz, mo > Sedi, (1.25) 
i inge 
但 是 
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Coen Hence M a MT A ee ee 


= lim 562 一 Na Yao + 
[f NíGO ON 
<r| "I dy CD lim 409 L 0), (1, 26) 


VCI. 26) 代入 (1. 250 HERO. 24) 得 ， 


$ EID <。 pfe PG, >»] aP d ydi 


2-1 A, 


«ex: IPC, > of 2 -X dydt 


= er'K ir — p) afe 1P(Z, > dt 
n 


m De6 EQ oo. 
gI 1.3 iE 6,0. CAL LUUD: W313 1. 2. (D, € 6,05 
A. 
Pu 
aC 
ey lim CO T? c oo E(Zdog* Z,) « oo. 4 


D". 一 D.J, EAM > , 


yr 
x AE ID". o eem. (1. 27) 
(2) 设 1 之 p< 之 co Tim Naca? «oo.ECG) « co, & D", 如 
前 ,出 
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- a, 
2 A.ECI D. I|) « eo. (1.28) 


证 OD 由 假设 可 取 常 数 天 ,使 
Na.G)s Kr, (V 7220). 《1. 29) 
Xm) € OO 


SA d, aya NS [ur 
MARO M & [arx |D «o 


"=l 


Pu E 


- Mr | 41p.1 > 全 | expen] 


«rz 


全 | + & [PZ > pde), (1. 30) 
a. "A, 


但 是 Na GO XE < 非 降 ， 入] 严格 上 并, 所 
(2> je meo v] 


s UNICZ,) ZG — 1»). (1. 31) 
因此 


p EN 
Mrz. ^ j« DPN ZDS D 


=l 


= EON). (1.32) 
再 用 (1. 20) 有 
_ "n 
Xr|z, > L KEZ) < o, (1.33) 
x 
EM (1. 34) 
a. ü. 
所 以 


Mo ore 


Umm TM e ERE 


D [PG 0dt 
E! 


IN 
IMs 


K ; | eZ — Odi 
a-i 


| P(Z,K > ss 


| 
iM: 


^n—] 


< > l M PZK > m) 


一 及 一 < 


本 一 本 1 


- SPZ, K >m) + Sra- mlog 


ml "mn 


x EZK) 十 SK > mlogsm. 
m1 
但 是 
2 PZK > mlog 


» logm 2, 5 | dPQZK xf 


"ikl 


I 


5 S logo. f dPOLK t 


k~] m-i TEE 


< Dogs | ari, Ko 


(GEI. 


im 


«M | tlogtraP (ZK xz £) 
f aul 


€ EXGZ,Klog^ ZK) «co, 
LCL. 365,€1. 352, C1. 332 4E X C1. 300 即 得 


>a 


"—1 


) «2 en, 


(1. 85) 


(1. 36) 


(1. 372 
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(2) 由 假设 可 取 常 数 玉 >o, fE 
Nar) Kr r>. (1. 38) 


fiO.30 有 
y TEC | D", l2 se 


acl 


ES 


十 DE ke. > Hdt) 


ex: |z, > 全 sj (1. 39) 
上 

但 是 由 (1. 32) 及 (1. 38 有 

DP {2 > Dr < EQ GO) < KEZD. (1. 40 


nl 


ECL. 40) RAG. 39) 得 
» AE | D", 45 


ds| 


< KEZE) + je 人 (于 


« c(KEQD 十 KEZD [s van 


1 


«oo CS qx peo ED «o0. 


定理 1.4(93D ”本 定理 分 三 部 分 : 
(D 设 B 为 任 一 Banach 空间 ,{D,,n 之 1) 是 一 列 B 值 殖 机 变 
量 . (4D.} € bZ EZD « 09,0 L pl, larh do 是 两 列 正 实 


数 ,A, oo, MN, ya « o. g [A :| 严格 上 升 ， 则 
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lim 一 Oa.e,. (1.41) 


(2) HEB f kg ÉL EZ Banach #20), (D, 57,0 Ze 1) Æ B 值 观 差 
EJ, CD.) € 5,CZOECGZUlog* Z) « 00, 12,3 ta 是 两 列 正 实 
$r, A. + oo. LA, fa.) FREI im NíGO /x < 22, M] 

SaD, 


i=] 


lim 
(3) 设 B 是 户 阶 光滑 Banach 空间 ,1 < pS 2 {Dou F on > 
1} 是 B 值 黑 差 序列 ,DD,} € b, ZD’ ES) « oo.l«rx p.a. 


{ d OG 中 的 条 件 , [imNatzx)/x" < co , Br] 


= 0, H. Ë.. . (1. 42) 


aD 
Ü lim A = Ou. eL. o (1. 43) 
证 004 
D', 一 D, niet} C: zm 1? 
虽 由 假设 可 取 天 使 


Nal) S Ka, Orero) 
Dro. # DD = Mri >S 
4-1 "T E 


- A; 
«cMr[z zi 


ucl 


~ 一 一 


| 


«cM r[ No Na 


A. 
a, 


=c X PON 22 ~ 1) 


&cNPQKZ' Ina DAXCEQKZ)- oo 0.40 


此 一 】 


所 以 ,由 Borel-Cantelti 引 理 知 


meminere m Mad ib s Fem a s 


PD, € D,xpn i o.2— 0. 
所 以 为 证 (1), 只 须 证 
SaD; 


lim mE —10, a.e. (1.45) 


co " 


但 是 ,由 引 理 1. 2( 注 意 { 全 | 严格 上 升 保证 了 N, AEE = 0) 有 
SEAD ID 


A, 
从 而 
所 以 S 


Y d, Lp ll «o0o,a.e.. 


n=l 


因此 ,用 Kronecker 引 理 可 得 


(02 证 毕 ， 

(2) 因为 有 是 超 自 反 空间 , 故 且 也 是 > 阶 光滑 空间 (r I9 1). 令 

D, = Duaoasm Dh = DA asas 

A, = D', ~ E(D|F. ,), an = D", — DS 1) 
WA, S7, n Z2 (ATL RIZ) 是 靳 差 序 列 , 丽 且 

AC, E A", — D+ D ED, + DNF) 

= D, — E(D. |F. 1,) = D. (1. 46) 
KARD Fan EI A Anz. uUMSE,nz1 eh 
差 序 列 ,B Æ r 阶 光 清 空间 (7 > 1), 所 以 


人 aac. - T | 
eD tij- ei D e D ee] 


348 


A A à ui E A" 
<z p I SR ha CLa 1p 
&—1 


&-1 A 
s xS ERU 
< Ba | ed) jJ) n 5 eECLAL D a | > (1.47) 


但 是 
EA pr SEED | T EQ DI | DY 
SDI Y 4 GE Dl | DY 
s COL DUI [EU DUI 152, 032. 
BERI Jensen 不 等 式 有 
Ta oD "+ ECI D' IIT, 2, 
从 而 
EQ Aan O x EZDECI D l7). C1. 48) 
信之 有 
EC A B» sS FE D', d». 
9) BA CI. 48), CI. 49) 代入 (1,47) 再 利用 引 理 1. 2 和 引 理 1. 3 可 得 


E] D cx D 四 "n i 
E aui, | « | rl - | Hek | 
IP zoeae 1 ee) 


5 asEt | D^, ll 5 
A, 


~Il 


P 
此 即 


oo. (1. 50} 


aD, " 
(> A, a zm 1) 


是 L'A B{HH. me B EHARA, b B Æ Radon-Nikodym 
性 质 ,因此 


Y e. a. e. Mr. 
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aD, 
1 — 


lim A = 0ra. e. . 
(3) iE DaDa D A n A 的 定义 如 (2). 仿 (2) 有 
z D, | = D' f | 
EE 
D3 DUE | | 
A nE, || D" : 
+ ERCÓUMID 222 (1. 81) 
二 一 上 生 
由 引 理 1.2,1.3 及 B 具有 RNP 可 得 
. 7 aD 
lim 2, UA a. e. 存在 ， 
再 用 Kronecker 5| EE nf 48. 


. : a4,D, — 
lim 2; A. 一 站 ae.. 


5g REUE Hs. 


$2 Banach 代数 中 的 款 变换 


在 第 二 章 中 ,我 位 曾经 研究 过 实 值 可 顶 报 序列 与 实 值 巩 的 变 
H. 在 第 五 章 中 ,我 们 义 讨 论 过 实 值 可 预报 序列 与 B 值 扶 的 变换 . 
在 这 一 节 中 ,我 们 将 研究 取 值 于 Banach 代数 中 的 可 预报 序列 与 取 
HF Banach 代数 中 的 巩 的 变换 (参见 [94]). 

定义 2.1 称 某 个 数 域 妇 (下面 取 只 为 实数 空间 ) 上 的 线性 空 
间 B 是 一 个 代数 ,如 果 对 任意 zx,y € B, 存 在 唯一 一 个 乘积 xy € 
B, 具 有 下 列 性 质 : 

OD 结合 性 ; leye = rr), (Y xy € B) 

(2) 分 配 性 :rty + x) = ry + rz, ly + zde = yx 十 zr, 
(V riyaz € B); 

(3) alras) = lar) (OS), Y o. B E R.zy € B); 

OD A IB LOC e € B, {E er = xe 一 (VY xr € B. 
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称 代数 B 是 一 个 Banach 代数 ,如 果 B 还 是 一 个 Banach 空间 ， 
m Hd. | 
6D peyi xz B xd d» CV x.» € Bi 
(6 lel = 1. 
i.m CO 和 范 数 的 三 角 不 等 式 知 
| zv. — zyl a Oo Cy II 
x Exllxx-—xl-cidizx—zllisi. 
所 以 zy 对 工 和 yy 连续 ( 依 范 数 )， 
Bit n ERREN R 按 通 常 的 线性 运算 和 乘法 ,在 通常 的 
欧 氏 范 数 下 构成 Banach 代数 . 
例 2 REA 是 任 一 可 测 空间 . s 是 定义 在 马上 的 全 体 实 
(B WE HW BE A Rig X dE E EB] PRSCÓUCE E TMAR. 令 
B 一 pas ue Acsi c oar al las d <o}, 
其 中 jew, ol 表示 实 值 赋 号 测 庆 s 0 的 “全 变 差 范 数 ”. 
在 B 中 依 通 常 习 惯 定义 加 法 及 数量 弱 法 , 并 定义 B 中 二 元 素 
iun BOSE: 
(CaO m) €x A) 


^ 


= | Crdy rty A». G € EA € d. (2. 1? 
再 在 下 中 定义 范 数 如 下， 
led sup | tes P (2. 2) 


网 有 dI. = 1 RNE IQGO 是 B 中 的 单位 元 素 , 记 之 为 1 易 
证 

G) [e GO uel] x din M re il Gas € B); 

Gi) (B, || - E Æ Banach 空间 . 

GD B 在 前 面 定义 的 线性 运算 及 弱 法 下 ,关于 范 数 -上 
构成 一 个 Banach (Xi. 

E 2.2 3 Banach 代数 对 其 中 的 缚 法 满足 交换 和 神 . 则 称 此 
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Banach 代数 为 交换 Banach 代数 . 
Eai rp filia 
INZT.P) 为 完备 概率 空间 ,(B, | * |o 是 Banach 代数 ， 
M, PB) 
— {/ :了 是 关于 多 强 可 测 的 了 B 值 瑚 机 变量 }， 
L'(,57 , PB» 
= Uf € MONS PB), | fF |^ EÈ Bochner 可 积 的 }， 
(P zl 
LOL PB) = LR, F , PB). 
命题 2.1 d X € LAS, PiB),Y € M,Z, PB), 


[IXI lY aP < oos RR S7 riy o P 


EC(XY |V) = EC(X IS)Y, (2.3) 
EYX |P) = YECG |A). (2.4) 
证 — HUECQ.30(O. O 的 证 明 类 似 (2. 80 ,为 此 ,只 须 证 
fex eyar = [xvar, (A€ v) (28) 
a A 
Et 
与 
Y, — Dj? I-A? € S, yf" € B, 
| Y. | sS 24Y ll, limY, = Ysa.e. , 
显然 有 


[gcxisov,ap = [xv.aP, (A € x), (2. 6) 
A a 


用 Banach 4C35t ct 3R PR f d AR GE 32.1 中 的 (5)) 及 
Bochrer 积分 的 控制 收敛 定理 ,在 2,6) rp i-e co BU (2. 5), ftt 
题 证 毕 . 

命题 2.2 (D 设 B 是 可 分 的 Banach 4€ $6, (D, 5 2-0) E B 
值 随 本 变量 序列 . DU (D, 0 22 0) 是 热 差 序 列 的 充 要 条 件 是 ;对 生意 
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gB" — B.go ETC), B) 可 测 ， 
il Qro Gi. X. 1 Il €. KQO0 Sort. 1 € B). HJA 
EtwtDo Dote D a 0D) =O, anl (2.79) 
(2) 设 B iE ff£— Banach (C34. (D, 0 22 0) E B (EBR2EIE 9M. 
E(t D DID « o5 0 Z 00, GD, mz 0) 是 正 交 系 ， 


证 D DE PAE BR A = X un 2 0) fE D, 
= X, — X, on 20X , 25 00, M] 
ED, |F, 5 0, mE (2.8) 
显然 
E| ADe D D, ol 1D, |o K,ECI D, |l » «oo, 
所 以 ,由 命题 2.1 有 
EC Ds D, D,. DD) 
= E(E(g (De Don, D, ODO. 402 
Etg Do Ds Da DEDO, 1)) 
= 0, 
充分 性 . WE (2. 70 BAL. HU, — e(DXD DO E DD, 
-D, 所 产生 的 059 代数, — 0,1.2. 7 XX A € I7, oe HT OX 
Dare D |)  GO(B) = S£, eah B" J£ B ig s KERRE., 
BBO 是 Bà 中 全 体 开 集 所 产生 的 代数 ) ,所 以 在 在 4，: 所 
OD EOD, D, D, D CA, 一 AL 


li 


( aa. ) 二 [e (resin 42 € A. oa 
Pakosta Ea 14 = lo, 反之 ， 
其 中 。.0 分 别 是 中 的 单位 元 和 零 元 , 则 


Es, wE A, 


y S= (Dae Deea D, 2) = — 
^ ! : (e ec A. 


HO. 72 有 


EE E d 


| 


[p.ar = Ja Da, D, D oap = 0,(n 2 1), 
A Er] 


所 以 ECD 多。  — 00 Z D UATECS I D S7, n 2-0) & B f 
S. 充分 性 证 毕 ， 
(2) & X, = SD. R0.BTECG XH 0 0G I0). 


所 以 
EC DIS =E NX, —X. 15 
SEIAT T 二 到。 T) 
SEJ? EX a 2€ XL IL EX. a 
SEK? EX, a D «o5, a 0. 
更 有 


ECID.|l || DL) «oo G0 0). 
[EST JC p dg E 2.1.25 m on RUE 
0 一 ECECD,|57,)D,) = ECD.D,), 
JE BD CD, on Z5 0) BEZA. 
定理 2.1 设 B 是 2 阶 光滑 的 Banach 代数 ,天 = 1X, = 
2 Di 信之 0} BAV = (V.,n 实 0) 是 B 值 可 预报 序列 ， 


i-u 


BÆ V, 是 关于 S7. i 强 可 测 的 了 值 随机 变量 (32 0, 红 ,定义 为 


MY —(Y,— DVD Sano EXAT ATR, SV 


= sup f V, |l Aa «on, 
ECI X, || D « eo, 3] ECI D, l| < oo, 
WW Y, 0)L' ien. 


证 ER RHE mn D) VD, an m) RB fih, 


XI B 是 2 pR E.A i n T9 nd 
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ECY, — Y.l 5 = E( $ VD, D ?] 


二 一 四 二 了 
=F ` Er I V.D, ii t) 
是 一 中 一 上 
=e $, EVIDAN 5 
k—m— l 
«cc $) ECI D, N (2.9) 
&—m—1 


在 (2.9) rh n D> in —9 eo. BI Bog XE 2. 1. 
定理 22 设 虽 .和 YY 如 定理 2.1,(Y” 不必 xD ax o0), 
1X.) iD.) 满足 定理 2. 1 中 的 条 件 , 则 
limY, 存在 ad.e.in{V" xo). (2.10) 
证 DRV (G0 x l o € 0). 
由 B 是 二 阶 光 背 空间 得 知 ;3c 汗 0 使 


ECILY.l?» = E( i XVD, |?) 
ke 
Se EC VD | 5 
下 一 中 


«eSECID, IO <e JZE D l3 « oc 
i-o 二 一 性 
更 有 
supE( IY. HO Z o, 
所 以 
limY, a. e. 存在 . 
(2) 一 般 博 况 , 令 
Vs A Il V, ll KÀ, 


UE = lo. 反之 . 


W) gp C12 知 ， 
. Dr: 
lim $ ub a. e. TE TE . 
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""————— 


所 以 
lim $ YUj? D, a. e. TE TE. 
k-0 


但 对 一 切 A 29 0, 总 有 
V «2 cu - v.) 
c (os lim Y, Co) FE) a.e., 
所 以 
V0) C {w;limY,(w) 存在 } 
定理 证 毕 ， 
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a, 


€. 


BUE “定向 集 上 的 B (RE SUSETE 


本 章 总 假设 AS. aatem e 
1€ A cos A A 508 B AER AR ECOL PO IRI [RT - 
F CAE GT IARR ERIT o XE RUE RE € aus, 
是 NEP RRE 各 ,CC 从 ,YY sie Asi N C ATIS XL 
在 概率 空间 (9, P) EROS T. Banach 3:18] B. 的 随机 过 得 , 若 对 
每 一 tE ASQX, 是 A, PWA RRA t E AET A aE Aa E 
A X—AX, 57,11€ A), Er X Àj AER) B EEROLA B fi 
适应 网 ). 若 对 每 一 上 E4:X ERRAN, UA X O8 A pd B T 
积 适 应 过 程 ( 或 称 B (E ups WIND. (Ft EA FHR Eke 
为 了 ,简单 停 时 全 体 记 为 Ta.e. 成 立 的 等 式 或 不 等 式 常 消去 a. 
e. int. l 


$1 ÆH#ÆER be 

定义 1.1 BH X—IXoV.u€ad&A bá B 值 可 积 迁 应 过 

程 , 如 果 对 任意 s ECA sag 
E(X |7, =X,, 

WPX A A Eie HH. 

EM i2 X CAE BMU im X. E B 值 随机 变 
中 ,如 果 slimsup |l X,— X. | 20, ft iX. E ABEL T X 
或 称 六、 为 {XstE AY PEU AY ERE Uu slimX, — X. . t 
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mea Im amo oe 


elimsup EXS X. | 0, WRX 2e AA TEIR SUT- Xa ,或 称 X. 
HiX E ARERR RR io elim — X... 

显然 ,在 序列 情形 上 述 定义 即 为 序列 的 依 概率 收 襄 性 及 a: e. 
收 全 性 , 且 elimX, 一 X=>slimX, 二 XX。 

定义 1.3 设 {(4,zE4) 是 一 可 测 集 族 , 定 义 它 的 本 性 上 极限 
为 . 
elimsup A, —einf Cesup A, , 
id Ie Sea) 
或 等 价 地 
Lucca, 7 elimsup£,,. 
定义 它 的 本 性 下 极限 为 
elimin£ A, =esup < einf 4,)， 
tA EA 5&3 
#elimsupA, —eliminfA,— A- , It] 8i A. LA, c6 AMBAE TETUR, 
证 为 . 
elimA, = Av- 

我 们 已 经 知道 , 当 A=N 时 ,Doob iir it E E E nS, aA, BI 
L'O& Seg SEHR o. e. uir o. Gr AERE 4, 这 个 结论 未 必 
成 立 , 反 例 已 在 第 四 章 $ 4 中 指明 . T RE Doob Billy aos ZEXI 
一 般 的 定向 集 情 形 也 成 立 ,Krickeberg[936] 于 1958 年 提出 了 下 面 
的 Vitali 3& (t. 

定义 1.4 称 单调 上 升 的 子 o RRR, E ANE Vitali 
菜 件 (V); 如 果 对 任 一 集合 A€ S. —o (US) HE ER 合 族 
LA, 2€ AT ( 即 对 任 一 t€ A. A,€ 97) , ACelimsupA,  XHE— £6, 
存在 有 限 个 指标 tisis LIT RAATS BEF, -BT 
Ap G= 1,2, E PCA— UBE. 

注 : 设 4 是 完全 有 序 的 向 右 定 向 集 , 则 单调 上 上升 的 子 o 代数 
Hk GC EAA E Vitali 条 件 (V) ,特别 单调 上 升 的 子 o 代数 序列 
是 满足 Vitali def COO. 
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事实 上 ,由 于 ACelimsupA, WATE à EARUESI GU, nce E 
得 AC Ü 4,, 对 任意 e>0, 存 在 自然 数 m, 使 得 


PANA, SE. 
HW AREER. BOXE istes st BC INBOBSHHRERE CR rn 


pe URS 
B =A, ^ 
T 
B,—A,—OJAQ {f= os 
j= 
m BEF, BOA siS 1,2 0 RNB, SAGED H 


Pi A- B) 2 P(A— U A.) <e 
X SEWEBH T (9,6 ABE Vitali 条 件 (7). 

ELS R X={X, FEA 是 上 4 上 的 实 值 可 积 适 应 过 

程 , 如 果 对 任意 (€ Ass 

EXIF.) zm X., 
WEA A a EÉ TAGHM H EA. OX SEE b X H T, 
FX. 

5]38 51 WO aD tse B REEBI.LA 为 向 右 定向 集 ， 
st 为 了 中 任 一 元 素 族 , 若 对 上 中 的 任 一 递增 序列 fn 之 
1). Un, zz ARS TR ono: ATE. 

证 用 反 证 法 证 明 . inst GA Aa 8x M nem APR EN 
HH, FETE e>0, 使 对 一 切 sEa, 存 在 za 使 得 dnx) 
ze. e. AL EERE CA IAS RHE A HR TENE E y 
li.fíB zzz， Sen l BREN e 这 1} 不 收 语 ,这 与 
假设 相交 盾 , 故 引 理 成 立 . 

定理 1.2 本 定 迎 分 四 部 分 陈述 : 

(D 设 1 和 po NELAD PR) G ASEN F 
[E ARX, A EDL CUP EK] V 90. 


(2) SRUX S EARR ER XSEX | 0f A.X € 
LRF PORRER, € 4 一 致 可 积 . 

(35 Lt ag LBRE TX, EC AC CI pRIOORTdExX x— 
EG. | EA NEL (DN PR) 的 充 要 条 件 是 {Xi,tE A) 
LAR. 

(4) EFAA S TE AT EA isupEX: «oo WI UG LE 
43} 依 概率 收敛 上 一 可 积 随机 变量 . 

证 COD 第 二 章 的 定理 1. 12 表明 51) 在 序列 情形 时 是 成 立 
BJ. 对 A BÍE  HOIEXHU. n0). —EOLIZUO F, un 
70) AR rH 58 TERRE B 1.12 AE ES, nz20) L^ Iz 2 LE 
由 引 理 1. 1 AEX. [FOE AL Vc Lie E^ eet REB Sg 
Y, Hy L. GME X. r0 7 Y. FIER YSE. | Y .1). 首先 Y 
E V 7, 可 测 的 为 总 然 ,又 对 任 一 BE 山区 ,有 


H 
[var = je | MEX a | .ap 
LA 
H 


2p. limf EX. T 
PRA 
Hu 


n 


一 | X.dP, 


而 U 7, DRE h rA ACHSE 
frar = | X.dP,V BC o USO mV 

Bg Y — ECX, | UP OC RRETA). 
l 2) EBM, d € AL 是 一 致 可 积 的 , 则 对 4 中 的 任 一 递增 

FE Fit, en Z8 03 (X, S7, ln 22 0) 为 一 致 可 积 娄 , 由 第 二 章 的 定理 
L 10 80 0X, m DOL KA EJESEBIELL 15000 € ALAL ig 
JE L' AEA Xo Dr 

EO .|57,) = Ee - lim X, |.57,) 
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= D e mE X, |) 
=X, Y:E A 

BLZ RDX, F EA RETE X SEK |F) tEA, 

“了 ;RR), 则 由 第 一 章 的 定理 6.7 知 {X,,t E a 为 一 
Worms 这 就 证 明了 C2) 

(3) ER, EE ANL ARO Z p oo), h a E 
eem cA) —S' uj fL.3f aA PRE EGRE Un Z0). 
A 137, n Z2 0) S — CRT HER, dS ERO SE PEL 1.10 A :存在 可 
ABILE XL X, o9 X asa. e CL. BIOL nz 0) E L^ di 
3:89, 3| L1. 10 (X, € A) ARA REL RERO X 
由 Fatou 8| 8 H EX | = Eclim|X, [^n x liminf£ | X. |^ x 
supE [X, |^ < oo. B X. € LR, SP PIR). Hg BIED C2 npn X, 
EC AS OV ECA RIZ AWA SEC AL BREEÉS X = 
EQUI 0. (€ A, Xo € L, APR), WisupE|X,|* = 
supE E(X o 0 j^ E|X.I^2o5, HX cA BL ERE 
就 证 明了 《3). 

(4) FEX,’ ACA) 满足 条 件 supEX7 < oo ADS Arn 

S FE —GÉ RS FE E n Z2 09 OX, LR, n 01386 TRE EX « 
| « oo) 由 第 二 章 的 定理 
1. 8 IX, n Z2 01a. e. EE EXC E ER EDLE EE SALE CX, n 290) 
RARA. e e. 有 限 的 可 积 实 随机 变量 全 体 (a. e. 相等 的 随机 变 
量 不 加 区 别 视 为 同一 随机 变量 ) 记 为 ,在 红 中 引进 如 下 距离 


pCX Y) = = | T3 dP Y X,Y € v. 
jld 


TUÉSSUE:oCH. OO JE VO EEA EGA o see muB es SR. 日 
于 


oap c5 piy y] 
TÉT OX YI> D KPA E, Ox Y|oeo. 
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lime X,,X..) = 0e limPC[X, — X. | > e), e> 0. 
再 用 引 理 1. 1 知 {XX,.t C. A) 依 概率 数 施 于 随机 变量 X... HI Fatou 
-TEA X. 是 可 积 的 , 定理 证 毕 . 

定理 1.3 X.S tE 4) WER FER. HsupEX? 一 co(p 
> DME L 可 积 的 随机 变量 Xo EAX € AM, 收敛 于 
Xar QGoE,a € A) 8 ERF Bk V) ry de n] Bt bd gu lt 
XS ERR IX € OL AAT 下 ,在 以 上 两 种 情形 下 均 有 

EOS) X. Vra 

证 BRUGES. A LARRIETA > 1) ,由 第 
一 童 的 推论 6.6 X, Xf A ELE M IEEE GR IZ 0. UC, A, 
n 2-0) dé — SE RETRI AE RUF Bh H8 — ER E HE 1.8 知 ,存在 随机 
变量 XL BE X, 一 XL vases MPEIE TRE BR F ,n 22 0) 用 
Doob 不 等 式 ( 第 二 章 定理 1. 5) 知 supX。 Æ L" 可 积 的 ,由 Fatou 引 
HH X. 是 5 可 积 的 ,又 |X, XIS (2 supX. 2* déc E 12 f ir oi 
BUR X, X.O/^) PERS PE 1.1 0X, t € AE RF XL. 

AXE, € A) M SERDRRUE Be LUE A HS HE -- E der 
Fl it, n Z0) 4X, 57, nR ARARA. MAAL 有 界 下 
Wt. 据 第 二 章 的 定理 1.8 知 ,存在 可 积 随机 变量 X., (iiu X, — 
A. sae.. BUP (X, on Z6 0) 一 至 可 积 , 故 {天 ,sn 2 0)L! 收敛 于 
六 由 引 理 1.1 知 {yt € A) ^ L RAF Xot ES SABE 
PRSE AGxUy A € Or 


jar - XodP|< [1x, — X..|dP, 
A E! 
nk 
tim xar = [x.ar. 
34 A 


DE AM 


[x.ar < lim | Xi4P 
A A 
= jx-ar 
A 


- jesar, 
Bp 
A, EX | 57,5, M s € A. 

定理 1.4 WX QI) A) EFE A FE, .PRESYT[0,92) 
ERR PRG O0) = 0, Bim Č 一 oo, 若 supEB(X,) < 
oo ETRIE XL. ,使 得 L^. limX, = XL. B 

limE®( |X, — Xa |) = 0. 
证 ib = supEOGQL) < oo , 则 对 任意 ec 08 


PRX, 


XdP = XX) 


XO Xii 


dP 


=a," | PX Od P sa EBOX) xat, 


IX met 
P), 
| 其 中 a, = f Ares ar] [ PK dP, 
US Um 


由 已 知 条 件 ,Y em 0, 存 在 cl 当 CL 时 ,在 集合 {XX z= c} 上 有 
X,/9(X) < $ 亦 即 当 c > c, 时 ， 


A dP xe. 


P370 
MOL. € A) 是 一 致 可 积 族 ,由 定理 1.3 知 存 在 可 积 随 机 变 营 
X... EL. limX, = X. 且 成 立 
X KEAS), Vt€ A 
由 Fatou 引 理 知 
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EPX 0x & liininf EDX,) x sup 人 A. Je.: 
H Jensen 不 等 式 有 
PKO S; EEX. 27 0) «& E(QPOGX Lo 37). 
PEHPSS — SE d) PEIC 56.2 SO LDCOX E a) Xx gn E. xu 
PPAG. W, E AS UN FER LER 
limE EIN) -PX OM = 0. 
Wr ) 是 单 增 西 函数。 总 有 
By zy) eal, Y zey € [0,o, 
rdg. 
limEe(|X, = X. S limE jX, 一 PXO | = 0. 
关于 定向 集 上 工 有 界 实 i BR a. e. 收敛 性 有 下 面 著名 的 
Krickeberg 定理 [96]. 
TELS dGPOLSGVZGCARLUH AEN GNS. S. c 
APA Vitali AEO WAX t € A) 2k fEUEDN. 
1956 年 Krickeberg 首先 证 明了 上 述 结 论 , 这 个 定理 的 一 个 新 
正法 包 合 在 下 面 的 定理 1.6 中 . l 
定理 1.6CMillet-Sucheston 1980[17]) 设 B 具 有 RNP, 
AEA AL ARG B (ECBRCBDIR ER sop E [Xd «x 
o0). [ut € AT 满足 Vitali 条件) MX, t c A 本 性 收敛. 
证 RT ES.. E A» 简单 停 时 全 体 ,由 [17] 中 定理 12. 
3 及 第 一 章 的 定理 4. 3 知 ,只 须 证 明 存 在 了 值 随机 变量 X ,使 得 
limP( |X.— X.l 2-9-20.Ve0 
TE L'G1,57 PB) 中 定义 距离 p: 


nof XY 
PX,Y) E TXY] 


dP, Y XY ELO, , PB), 


Yi ROSAND E -HPOAX YI SOLLST, 
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PSBO 中 以 定向 集 为 指标 为 B LEE RUE RICO FCRC E LUE ROT 
于 技 距 离 2 的 收 敏 性 ,由 中 埋 1.1 REER T PD TE BOUE 
Sir, n 20) LX, n S 0) RERA, BUE OC In 0 d 
L AIB PEC 1.8) ,用 第 五 章 的 定理 2.5 OX, on zo Chase 
JS. ifii eral So oix REB T uim. 
定理 1.7  (Bdé«Ras n prt FXEGN[97)D KX — Na, 
(€ 2; 为 B (St ron € T.c se HERI UU C AME 
(OD lim PGr, xi 4) = 1, 
(2) lim E EX, d EC LY 0. 
GD X. ELELE | X, E elo. 
ECK. [74 ) 一 Xa 
: i € 1 DERI Éa 了 
qoom 7 ! 7 二 1.2. 
lta 2H € C ir, ots. 
对 任意 上 C ALS SV s LM | 
{rm xL) = c 


tt 


VIE a EU 


(tec nx D) Got) 
= U iz = ej E Sn 
exi 
EOM 


于 是 ,rm 是 停 时 且 Du € Tr Er 的 值 域 ,f 一 1,2, 只 须 证 ;对 
S—te D AEF. H 


X.„dP = | X dP 


AN frma AM ir en 
= | A dP. 
Afin 


设 1 所 ,注意 到 对 任意 的 ， c A. Ed ess. AmA f {r = iċ} n 
QU» —5) € ST, BE EE s X BE Seri in, = {Eom = T). 
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mm -—— 


AEAN znD0ffin.-0-0€.. 
MEG :€D.nsnguHT 
X, = E(X. LF, Vssi, 
于 是 
X, = DEQ, IF Meen 


上 述 和 至 多 有 可 列 项 . 显然 ,区 是 可 积 的 . 
则 n 
X.dP- | DEXA -oaP 


. Af ir, eat aningen ! 


= | sata 


E ANIAN ppt 


=>} | X, dP 


r Ann pots, mr 


- X, dP 
Afr, Tn 
= X, dP, 
An ir =} 
[ré X. UP 一 X, dP 
An iru m AD in AN ERE 
T f X dP, 
AM tr, 一生 站 ry at 
lim [ X. dP = lim X. dP 
"UT anines UT Ata dnte 
= J| xa. 
AS mu 
所 以 ， | xap=- f xar 
Afta cti AN tr 一 中 
这 就 证 明了 定理 . 
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注 M BRA ERER 98] 中 的 引 理 2,3. 

推论 1.8 RX s {X,t E ALS B (Shu nr ET, 
f, S ra M E(X, 574) = X.. 

证 HF Ai Rpa, BFE t € A.B SAI ERE 
Fil itn) C Atto), 则 定理 1.7 PHRAO OD o E T 
定理 立即 知 推论 成 立 . 


82 SEE Ef B {H L' RERA 


.定义 2.1 GWEXI(XGoGu€ A MEA EDI BBOENXE 
inf sup E( i ECX |F) X. E520, 
Rss X Ar BL RREN, pRB ARA BAL RER. 
EM 22 WX-—IX.S,:tcA) &A EInBfalgusit 
BOE 
limE į X, | = 0, 
则 称 X JS rA. 
EM 2. 1CRiesz 分解 定理 [34]} X = {Xt EA 
B fi n] fus ror 88 LX 2g L'BREB Sos BLDLÀS X, BENE 6) RER X, 
=Y, Za € AGHCBY = (X,t € A) X B(EBRIZ = (IZ. 
Fat 6 A) AH 
证 AE: hF BERE B {E L RR, LO diet B fiu] 
Bub jr TEIE BH Li pRB. m B LU SEEEUEd G7) B 
值 下 极限 执 , 故 具有 上 述 分 解 的 B 值 可 积 适应 过 程 是 B 值 RR 
ph, 
必要 性 ; 任 取 iE AOT uv € Au 之 v, 则 有 
EC|| ECX,] 57,0 — ECQXL 1S7,» ) 
= E(tH ECCX, — XJ) ||) 
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Uam maa hoe s Um He s 


EC (CX, — XDF D 102 

= E | EKZ 9 — XLI. 
std XELERA: EX, F uE A ALN F AG): 
B) P L KAÉ TII, A A L'O, AU: B) HE LO S deze 
Tér EE, FAAEA F Du € AML RAT Yo RH 
—t€AST 

Y, — lim E(X FD. (GL). 


wi A 


显然 ,Y, 是 S0, 可 测 的 且 
J Yar < o. 
n 
FEHER Y = {Yt E A) A BAR AEE E Ai xr 
EY. |5 = Er lim EGQX,| S7, [57,2 
LIP 
lim EGECX, (FDF) 
HE acr 
lim E(X, |F.) 


l 


adc A 
= Y. 
^ Z, —-2Z, —Y.Vt€a. 
则 X SY Zt A, 
H E|Zi]-EI|X,-Y,I 
EC ECX, [57 — X, | 2 43- ECIL EIZ — 
Y, | 2， 
于 是 ， limsupE || Z, || = 0. 
"cà 
Bn limE | Z, | — 9. 
IÈ 


üE—4E.RX,—Y.-Z—Y.u-ZayteAOKGBIOO 与 {1Y',} 为 
了 B 值 蒜 ,{Z,) 与 {Z',} pp vx BR— A EUF HA 


lim|Z,ZP = 0. 


Ea 


im |Z'.dP = p. 


ES 


m Y’, Y, =Z, — Z =m, E AA AHRS A Cc. ca, 
有 


[ea = lim jar = 0， 
reu 


A 


从 而 ` H, — D.a. E, sv i c nu 
于 是 ， Z, = Z'.,a.e. Y, — Ye.. 
这 就 证 明了 定理 , 


注 oUÀHA-NHL. 就 得 到 [334 的 定理 3， 当 呈 = 中 时 ,就 得 到 
[39 ] 的 定理 4. 


EA FOXEBAÉ L'EESROL:CAUN SIX SY -Z4cA, 
HAY c ALS € SS) 就 是 上 面 的 唯一 分 解 式 中 的 B 值 蒜 及 
TEH, H. 

Y, = lim EX7) L), 

推论 2.2 iX =Y, +t Za EA B fé L^ pg Pho 

(D UL.) ER L'UR E — (Y 尾部 工 : 有 界 ; 

(2) | JRR BrE oon EM 致 绝对 连续 : 

(32 {中 尾部 一 致 可 积 = Y) 尾部 一 致 可 积 

MM HERSINEDDH AEREN. 
这 方面 的 讨论 可 参见 [99][101][102][L103][104] 等 文献 . 

下 面 我 们 讨论 定向 集 上 某 些 B 值 先 型 过 程 诱导 出 的 集 函数 及 
其 性 质 . 

i XE Lure A HEB LUREBBPRIEEE^- A Co TUS. 
定义 诱导 BARAK H 

QA) = imfxaP, (2.1) 


HER 2. 1 知 ;52.1) 式 中 集 函 数 的 定义 起 合理 的 . 总 然 ,Q 在 代数 
e 上 是 有 限 可 加 的 . —— 
UX = XF 4} 是 4 上 的 B 值 可 积 适 应 过 程 . fus 
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me re 


lim X.4P CY A €x UF,) (2. 2 
fA. uA 


FEMP X BIS. 显然 ,B 值 L! RERA Br a, 
5E, 2.3. BX — (OX, 各,t A) RRL gA Bi 
XE. ' 
QuA) = im [xp v A EUY,, 


A 


MRE 一 U9, 上 的 有 界 变 差 的 B 什 和 集 函 数 ,从 而 ,Q 是 有 界 
证 ”对 任 一 集合 EE .x 一 U97,, 设 x 是 集合 E 的 任 一 有 限 
分 划 , 即 
T= {Ai As A hA E Ur uim 1,2, sn, 
ANA= DUE), ÜA: = E. 
ELZ, t E A) EREI E S € AERE AES, ,i 二 


1.2.2. 这 时 
$ IRADI = D {lim [xart] 
A Ex Aj Ex AE 4 i 


= limsup >， | [xar il 
. IS AX H 


zz limsup S; | IX, I| dP 
Ea 


A ERT Ur 
< limsup| 1X, I| dP, 
IC 2 
由 于 (Xe € A REAL 有 界 的 , 故 存在 se 4, 使 得 
sup | | X, | dP «oo, 
‘Ea 


从 而 ， 
S pool < limsupf | X, dP 


A Er 
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Ee na 4s EE 


< afix ldP < es, 


di EJ oy 的 任意 集合 ,特别 当 E — 人 时 , 便 得 出 他 在 -wx 上 是 


有 界 变 差 的 . 
由 定理 2. 3 立即 推 知 ， m L AJWA SERIE SR 


Epor 上 是 有 界 变 差 的 ,从 而 是 有 界 的 ， 
定理 2.4 QERB L IUAESRX-IX-Y LZ... 
tE AL WHAEA, URE t E A. (ERA € 多 ,有 


Qu)» = frar, 


AREF, b e np. AREE SF P 是 绝对 连续 的 . 
证 Erea ARAE 多 ,, 和 由 定理 2,1 有 


Qc) = lim[cr, + zoar 
A 
= lim[v.aP + lim [z.aP 
Edu ib" 
= lim f Yd P 
ES 
A 
= frar. 
A 


定理 2.5 X = {XX 一 了 十 Zi 名 iyt € A) BLR 
限 著 ,对 每 一 + EE 4, 邻 
QCA) = [xap. VACS, 
QjiEXIB SCIES. CD.€aA MCSUFPRE QOO, BUE 


TETXREEORAÉ—S3EÉS.V ED 0.434 € AG £C A) it 
Sup 1 QCA) — QCGA || s e. 


证 ”对 每 一 : € ANA € 多, 由 定理 2.1 有 
QA) = [xar = fyrar + fzar. 
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但 由 定理 2.4 有 
QA) = frar 
H limQ, (A) = QACA), HF 
limE il Z, | = 0, it Vez 0.g5u€ A t€ AC) 时 


i fZaP | < [IZIP ElZH «eve. 


FE. IQUA- QUOD = | [zar ll ecd 


A 


sup | QD — QCAD |, e. 
AC, 


推论 2.6 RAX = {X Y, H ZF c3 H3 L RR 
PW 5 EER 2. 5, Dt] 
(1) lim Csupa, ) = sup Q, 


"à 7 


(2) limt£iníQ,) = inf Q. 


uma m Us, 
证 ”由 定理 2.5 及 [36] 的 引 理 1 得 出 . 
BOR. 集合 ， :2LIEOUICRERUMR ACA E 2 上 的 实 值 


v7 (2) = supelA) 


4e MN 
vU ahb =— inf vl) = sup 《一 A). 
AC M A€ $T 


COE v JE SEE v —v—vw fidév Jordan rfi. [100], p. 
98) 


推论 27 iUEX-—I(QX,—Y.—Z.9,:€ A 是 实 值 亏 :极限 
8i .Q, 55 Q frg Sc [a] RE RE 2.5. 则 
(1) limQ; (Q2) 一 Q^ (0), 
(2) limQ (2 =R D. 
证 ”由 定理 2.5 及 [36] 的 推论 1 得 出 . 
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定理 2.8 4X — (X, SY AZF t EA JE BI LR 
Rag re T [IY E dP «coo Q REX VEG REON 
QE Lo 可 加 的 充 要 条 件 是 ;对 任 rET 有 
[Yar = ec». 


证 QE 上 9 可 加 ,对 任 一 5 万 工 , 设 r 的 值 域 为 {41,t;， 
-—) C ABI 


Qu» = DRUD = MÍ Yap 
s= w= i 


-~ frar. 
n 


反之 , 设 A -ÜAsA c F VA, € SU, Vn —1.2,--,.4, (^ A; 一 
GE Æ j), 
对 任 一 n € N.E üQC 总 ,满足 Ea 2 at’ z= los 
令 
Ea w E Aon = 1,2, 
To 
[£c cw € AM. 
Wire T. 


QcOx= |Yap = | Y.ap + 93] van 
G A „=i A, " 


= [Yap Dea. 
FEQ) = QU) — QA) =Q — f Y, dP 
A* 在 


= 2, QCA). 
这 就 证 明了 Qdg. kÆ né. 
定义 2.3 . UE X— (X5, CA 5 BH, STEN. E 
LOR .,P,BO [E48 X — (GS, E AMBOS Beh mpg Xd 
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BAHA- SEES X rims. 

定理 2.9 i£ B R(£— Banach =H, W FARRERES ir: 

(D B 具有 RNP; 

(2) EERE SE., P) 上 的 尾部 一 致 可 积 的 B 值 工 ! 极 
R X — (XS, E A mS ERE Quis. 上 
Bj ec Af bni H 

QU) = [x.ar. VACS,, 


其 中 ,和 € LA, ,PP,B); 

(3) 对 任意 概率 空间 (0,.9,P) Eg Ee SE— EE HT E B di E 
BERE BR a 
X= (X, =Y, +Z, F, t E a) 

HERY) did Hn. 

证 Œ=. 0X = (OX, =Y, +Z, F t € A) RRR 
EROF, P) LEERT B L ER EX 
的 诱导 集 函 数 . 


QA) = lim |XdP， YAE. 
QE 上 是 有 限 可 加 的 ,下 面 证 明 久 在 .oz 上 是 可 加 的 ,为 此 ， 
设 A, c e .n 一 1.2,.--- 是 一 集合 序列 县 
UA. € A NA — Q (nm), 
由 推论 2.2 40; (Y) 尾部 一 致 可 积 , 从 而 {Z} 尾部 一 致 绝对 连续 ， 


FE HEE c> 0, 存 在 60 及 EARS ac sr PAZ 
6 时 ,有 


sup | Y, | dP «e. 
A 


HE AG. 
由 于 
CU AO YG, Gr o), 


i 
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AIDE 0» 0, 存 在 正 整数 ,使 有 
PCOU AD « oo, 
B C97.) 前 单调 性 ,对 一 切 正 整 数 上 六 n UE 1€ As s RI 
4 D AL € S 
从 而 ,由 定理 二 4 知 Us 


| FEAD- eU A2 = lec U 42 I 


=1 varb« | hrlar 


U A, U A, 


nmi} =i} 


< sup | IY, i ar «e. 


TE AU 
EN A. 
这 就 证 明了 aÜ A2 = U QA,). 


Hp Q E-r 上 是 sg 可 如 的 ,再 用 第 一 章 的 定理 6.8 及 定理 2.3 知 :& 
在 -sg LAR Ey LERES DP. Caratheodory 一 Hahn 一 
Kuvanck 扩张 定理 知 :Q BI9E — D 5E 97. Ef] o n] nom Be ox" 
iskammjiumgHiou.LbqgsDp.dsH 2.35 31.0 4t 
六- 上 是 有 界 变 差 的 ,由 于 B 具 有 RNP, 故 有 XE Li, ,PP， 
B) 使 得 
QLA) = [x-ar.v A C S .. 
这 就 证 明了 (2) 成 立 . 
(2)-(3)2. 1E C2) 成 立 ， 
X 一 (X, 一 T, ZEE c aj 
为 任 一 概率 空间 局 . 多 ,P) EB RR SE REERBI B (LL RBS. 
Q Xj SECUS SI SR ER C. BH C20 A nfE — pr 3E m 5. Ed o up anml B. 
Quo —|X.4P. VA€ 9... 


A 
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Xo- E LA, F a PB). 特别 ,对 一 切 s € A,—UjA c 多 ,, 用 定理 
2.4 有 


frar =Q) = [x-ar. 


即 ECX.|57, = Y, JRBI Y, 97,2 € A) DAR X EIE T 03) 
成 立 . 

432 过 (1). 设 (3) 成 立 , 任 给 一 个 定义 在 多 EB B (BÓ o "TIER 
有 有 界 变 差 的 关于 P 绝对 连续 的 集合 函数 a 往 证 ,存在 一 个 下。 
€ L(A, ,P;B) ,使 得 


BCA) — fx-aP, yAE F. 
EI 


A r = {A A A) ER 的 有 限 分 划 ,4， € S ,PCGAD 2» 0, 
i 二 142,*… sn 再 设 荆 是 金 体 上 述 分 划 构 成 的 向 右 定向 集 ,其 中 偏 
ERR S” EWF € Dom € Dn Sm HAEREA 
€ m> FEBE Rr ERACBa.e. ” 令 多 .是 由 r FE'EBS o dX 
fro € DMD, BBA F, Fra y 一 7, B4 
Xw) 一 LA M o € A, 

r= {Appt um C DVMIOL. S. m € P» EA B O, 
[58] 的 例 16. 22. Ai dé — B (E L^ BEER. EDRERE— E € S... 
ta C I'—] mmc 


[xar = ac) 
下 面 证 明 {X,,x € D) 是 一 致 可 积 的 ,对 任 一 x € DUR 
PI Xl Zap casae Do Eee 上 
X iym, 


HHV, TUI 由 于 了 CD < =, PE, dE e 0. 
可 了 二 充分 大 :使 
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PI | A. | zn) < Y rE D. ÍB s P.mV,«P, 
由 [58] 的 命题 16.3 11V 9 > 0,3 e> 0 使 <4 € S7 ,.PCAD) 一 
e—V,CA) « à" [Re ose] 0 9 0, 有 


LA 4P s Vll X. zmapnee.vyaccer. 
xL ma 


RREH T (X, r € D) 是 一 致 可 积 的 ,从 而 , 它 更 是 尾部 一 致 可 
TAI] , Hi Hi B E L^ RIS BR Riesz 分 解 的 唯一 性 及 假设 条 件 知 ;存在 
AB X.c L3 PB) 使 得 

EKo |F = X, VnCTL, 
Bl! Y A € 5.8 


[xar = [xar = uA}, 


从 而 有 aA) = fx- dP, YAEUF. 


再 由 4 关于 研 的 绝对 连续 性 及 X. 的 可 积 性 立即 推 得 ; 
KA) = |x- dP YAE S — sg. 


定理 2.10 "T 1E (E— Banach 空间 , 则 下 列 陈 述 等 价 : 

(OD B 具 有 RNP; 

(2) 任意 概率 空间 (如 ,区 ,P) 上 的 尾部 上 ! ARH BEL RE 
B X — UC, € AV 依 概 率 收 伍 于 一 可 积 随机 变量 了 。; 

(3) 任意 概率 空间 (D0, 六 ,P) 上 的 尾部 一 致 可 积 的 B 值 工 ! 极 
HER X — Xi 六 ,ft € AJL! 收 傅 于 一 B 值 可 积 随 机 变量 Yo 

证 D=. RX = X =Y, HZ ,EA 为 任 一 概 
Aup]u.7.P) EAER L SUE Bü L SER d EE 2.1 
及 推论 2. 2 50.(Y..57,. € AY 为 尾部 已 EREM. ZA 
If Z, — 0. FEREN Y Hc BG CIC TREY.. 由 于 
UC) ERER LUE PRO B (EUR deir ES C A, 
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a 


使 得 sup | LY. 1 dP < oo. 
fe AG ü 


车 {了 ,} 不 依 概 率 收敛 , 则 存在 :> 0, 对 任意 上 € 4, 存 在 : € ACD, 
使 得 

PHY — Y, l| Bep ze. 
Bp DX E AU) ER 
FHR f E Au), tis : 
PG IFY., — Y, | zem. 
依次 继续 下 去 ,可 得 一 B (a ek T mj UW. ME, n zm 0j, 


H sup[ | Y, ldP on. 
"0 
由 第 五 章 的 定理 2.5 知 : (Y, ja e BAR A CIS YO 具有 的 性 质 


相 了 矛盾 , 故 {7,} 依 概 率 收 傅 于 了 ,再 由 {Y,' 是 尾部 上 : ARH Yoe 
还 是 可 积 的 ,于 是 


X, Y + Zo X. 
(2) 二 (3). 由 第 一 意 的 定理 6.8 及 定理 6. 9 立即 得 出 . 
(3) 一 (1). HEX = (Z= Y, +Z, F, t € A) 是 任意 概率 空间 


(0,57 ,P) 上 的 尾部 一 致 可 积 的 B 什 二 RRR. H X, Y. Y. 


D B 值 可 积 随机 变量 . 由 于 Z, 一 > 0, 从 而 了 ~ Y. 显然 了 是 
Fo 可 测 的 ,下 面 证 明 {Y,, ,wt € A) DY B Bh 3HES (C A. 
{固定 ,对 任意 <> 0, 存 在 i E ACO ERE ECI Y. — Y, lo e 
于 是 ,对 任意 4 E Gs 


i [yap — [yap = [vae — [Yap] 
A A a A 


< [n1v. — Y, nap 
A 


s ECL Y. — Y, lo «e 
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这 就 证 明了 :对 任意 上 E 4, 任意 AE .多 ,有 
[yaP = frar, 
A A 


Bn EQ.|Z0-Y,.,vVtc€a 
再 用 定理 2.9 知 ;B 具有 RNP. BH CIO 成 立 ， 


$3 定向 集 上 的 B 值 一 致 渐 近 款 


EMIL iX—iX.J,.:€ AA Er Bfün fuu 
R. 

(1) & inf „Sup E | EX.) — X, || = 0, WFR X 29 B8 — 
sii. 

(2) #limE | X- = 0, WFE X A B E iit. 

显然 ,B DESA, — ei ge fr M 

本 节 的 结果 可 参见 文献 [97], 我 们 先 证 明 下 面 有 用 的 引 理 ， 

引 理 3.1 BHA € A E REHAT ERE T, 
REGE. E A) AAR etk eE T. BU 

(D B EIEE X qe on. TA ASA EN 
Vtc€A 

(2) f£— B 值 可 积 随 机 变量 X 8 

EX |F = EXIF,) fg£ice— t Evi a. 

证 OD EXEN TFERH BIIRIULEREIX = cf, 其 中 cE 
B.A € SWX X S. np SA E S MAF Aa S el o 
Les Scla A E HAN rt € WX. ECA TRA 
€ 及 -> 人 是 多 ,可 测 的 ,YEa4 MA G) 对 B 值 简单 随 
机 变量 成 立 . 现 设 基 是 任 意 B 值 随机 变量 ,车 下 是 如 ,可 测 的 , 则 
FE B (& 57.up HS (RE ER ER CEP) (X) ,使 得 下 ,一 外 ,由 前 一 步 的 
证 明知 ; 对 每 一 Xho Ré S0, np IN AqiSESS.vY:caARH 
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em 


及 Treo > 下 Tn XC, E F, umiev:cAlRkZzrdix 
是 任 一 B 值 随机 变量 , 任 一 国定 的 GZ,, 设 r 的 值 域 为 { 加， ， 
tnt € A IE tE A. 356 € Uo. gli = t} = 
Üt 9 1) 0. 现 设 对 每 一 : € AXI 是 .9 可 测 的 ,由 于 :万 
{ft {T = 1) = OMS BE EB uim 1,25 ,on， 
Xie- 是 多 。 可 测 的 , 于 是 存在 各, 可 测 的 简单 函数 序列 
XP LLL) 使 得 
PT XI. 

令 X. = EXPT uns 
则 X. EEEN EAB 值 简单 函数 , 且 X, 一人 ,而 天 = 
XP lec 是 名 ,可 测 的 ,i = 1.2... d BE—IBuEBDX, Rs. 
TRHY n > 1 TEX EF, TAi. 

(2) 设 基 为 任 一 B 值 可 积 随 机 变量 ,任意 rE T, BI OD A A 
数 2)E(X| 久 ,Ts 是 名 ,可 测 的 ( 注 ;由 于 r 是 简单 停 时 ,上 述 和 
是 有 限 项 的 和 ) 旦 可 积 ,对 任意 A € S., 

[EERI dT.ndP 


= >》 | ECX | 5" dP 


5 anie 
=> | XdP 
* Anean 
- [xar 
E] 
一 [gcxisroar. 
A 


故 EG | 57,) = 3 EGGS Hens 
Bp E(X |F — EOX |F ,在 {r=t} Ev t€ A. 


引 理 3.2 {Z.F ot € A) Æ B 值 可 积 适 应 过 程 ,7T, RE 
(zt € A) 简单 停 时 全 体 ,于 是 (42. 多,,r € T.) 为 B 值 可 积 适应 
HREF ARS or ET) 简单 停 时 全 体 , 则 给 定 w & 和 ,对 每 
— pE T pbu PE E T o 这 ,使 得 

Zro = Zass 
HR. Zr a= Mea Zae = D Zdu 

证 9e T.G u E ao) = [Aw], Ro, 
Ur OHER Y (rorot r PE n E T, M oo — nO) mc 
(8 = nhi = L2 FE HR A pRRAE AIHER: CA. 


lo =) = UUP = 0) N =D E Fe, 
即 o. € A) 简单 停 时 ,又 


re = ZT tos (w) = S Zr eel wra 
i=1 
一 $5 Zan OM ar, 一 5 Zoem (Dl ur) 
i=l i=l 


一 5 Z toto (M ura = >， Z a etu LE a- T4 
i=1 . 


= Zao CW) = Zi. 

定理 13 dX — (Xt € 4} 为 BB 值 可 积 通 应 过 程 , 则 
X — {X,t € A) 为 B 值 一 敦 浙 近 鞭 的 充 要 条 件 是 ;{X,) 有 如 
下 分 解 : i 

X. =Y, +Z’: å, 

其 中 

Y = (1Y,.,.: c A) H BHR, 

Z= (Z,J..t€ A S BIB SECUS. 

证 ”由 推 沦 1.8 及 B 信 一 致 位 势 的 定义 ,充分 性 显然 . 下 面 证 
必要 性 :对 每 一 固定 的 ET 任意 rr cT,uoex cx Tz 网 

E| EG. I7. — EQCG |) |l 
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= E|ECX, — XDF) | 
SEI EUX, — X097.) | 
=EL EX, IF.) — X, ll. 
由 B fü — a E E ST. EX, SNF o) hero 29 L' (2,57, P; 
B) 中 的 哥 西 族 . HH LS, PB) 的 完备 性 知 :存在 多 。 可 测 的 
可 积 随机 变量 Y, 使 得 
Y,—L. Jim ELF). 


其 中 L ， lim RRL 收 敏 意义 的 极限 . 
特别 对 每 一 上 E 4, 有 了 ,= 元， lim ECX,| 4,85] 3. 1- 
知 ; | 
ENZ d) 一 J ERIFIO = £9. 


HET e ERRER, ER PERRERA. 这 样 ， 
Y, = £L. lim E(X. |7.) 


=E dim C2 ECX PITH =) 


= Ņ YIG =t). 
4 
Z,—X—Y, YEA 
FB UEBH (Y, F, C A) REB IERI XREEERC SCC AE 
El(Y FO = EL - lim EC(X,|F,) 97) 
TET OO 


= L' L] lim EEX. |F) [57,3 
1 


re TG 


=D- lim E(X |S) 


= YF. . 
BHY, 27,2 € A) 为 B 值 霓 ， 
再 证 12. 7, E 4 为 8B 值 一 致 位 势 .Ye>0, 由 和 是 3B 值 一 
EE pa. PESE vC 了 T,, 使 得 
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sup. E| EX I) — X. l| «e, 
"unc 
XHE—c € T,GO,W c E T. Go. 
EI EGL,LS7,) — Y. | «e 
于 是 E12Z 1 —-EI|X.— Y. s EIEI) — X, 
4 E| EXZO — Y, | «2c. 
RREH TZ 7. € A) 为 B 值 一 致 位 执 , Bia E E — E 
车 万 一 十 忆 =Y, +Z yt EA HguY) Sq B 
t SR. (2) 5 (Z^) 为 B 值 一 致 位 热 , 则 {Y, — Y^. 为 B 值 观 , 从 而 
CI, — Y^] ARETA TE HEE s: EE sx 
ELY, - Y.| «E1Y, — Yl. 
BO E s € A, | 
EY, 一 Y, | < supë | Y, — Y^| = limE | Y, — Y’ | 
= limE || Z, — Z'. |I 


< lim£ | Z| 十 limE IZ. = 90， 
Ad Y, = Y', aso = Zu as sG A 
推论 3.4 B {RA E B fÉ L RG. 
证 AP-a EE AEN 3.3 及 定理 2.1 
立即 知 本 推论 成 立 ， 
注 TEAK BA- KAN AX SS 
= {A 一 了 dT Zt E A) 
FOL 450.) 为 定理 3. 3 中 的 BAR B (E — iz. 
xi B -HAERA FE ERE E E. 
定理 3.5 R(X F rec ATABÍ T RENA, 
t€ T, 为 B 值 一 致 渐 近 园 . 
证 ”由 定理 3.3 AA — Y, o-Z V £r € ARRIYA E 
A B (HER IUZ, E A) HBA. HX, = Y. o Za 
Yr ET.. hE 1.850; (Y, cc TO A9 B (Beh. PEE Z.. 
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For E T) A BÉ- Strt. h (Z, uc 是 B 值 一 致 位 势 
X vV:220,3e € AER ET, eu AE] e 
0 j&4E— C57 Over, fS] PII. ELO Zu Aa 3.2 知 ; 存 在 so € 
Te Ze u, E Ze. = Zi TEE I Xr ell =E || Zall «ex 
REUE T (2r € T) 2g Bf — hz Vo. 再 用 定理 3. 3 知 : (X, 
ST) S BU SOR ER. 

5EXB 3.6 — UB ER (E— Banach 空间 , 则 下 列 命题 等 价 ， 

(1) B 具有 RNP; 

(2) ERREZE, F, P) LAER L'G RBSB (bh X = 
XF on E A) KARRA TARANEE X: 

(3) 任意 概率 空间 (0, 多 ,Py 上 的 尾部 Li 有 界 的 B8 值 一 致 浙 
IER X = {X t € A) 依 概 率 收 合 于 一 可 积 随机 变量 Xo; 

(D 任意 概率 空间 (2, 多 ,Py 上 的 尾部 一 致 可 积 的 B 值 区! 极 
MEX = (X,57,,t € A) 依 概率 收 侣 于 一 可 积 随 机 变量 XL, 

(5) 任意 概率 空间 (D0, ,Py 上 的 尾部 一 致 可 积 的 B 值 L! 极 
BE X = (XoF, E AL 收 侣 于 一 B 值 可 积 随机 变量 XL. 

(6) EERE, P) 上 的 尾部 一 致 可 积 的 B 值 一 致 
pe X = {天 ,如 ,,t € AY 收敛 于 一 B 值 可 积 随机 变量 Xas 

(7) 任意 概率 空间 C0, ,P) 上 的 尾部 一 致 可 积 的 B (Bh X 
= {Xt AL 收 便 于 一 B 值 可 积 随机 变量 Xa. 

证 ”由 于 了 B 值 鞭 为 B 值 一 致 新 近 鞭 ,而 B 值 一 致 渐 近 加 为 也 
值 居 极限 蒜 . 因 此 , (09 (029 (22 (09 (609 CO 3 58. 再 由 
55 — BJ RE XE 6. 9 580: (0 9 CO £F TRE RIER: CD (209 (40 及 
CO. (D>), X = (X9, € A 为 尾部 上! ARB 
ER WFE n € a. [R48 


sup | |] X, | dP < oo, 
(eM 


AUTE SEO. UFE > 0. V 1 € 2.3 ! € ACD, (i8. 
PiUIX,— Xl Zee) ze 
384 


iR S € AGO rf 
PIX, — X ll meme. 
再 取 € AGO AER 
Pi ll X, T7 X. i = e} ze. 
依 此 继续 下 去 ， pf — B fü SR EEGHAXS X7, 0H 
sup| | X, 1 dP < co. 由 第 五 章 定理 2. 5 知 ,Xoa. e. , 强 收敛 ,这 与 


UX,) 其 有 的 性 质 相 矛盾 . BUX) 依 概率 收敛 . 再 由 于 为 尾部 忆 有 
98.40, X. 还 是 可 积 的 . 

. Deu EEX—I(XSSVuCAPD*SB(GLLUBUBSR NIB E 
f82.1.X n["E—^FHg X, — Y, —- Z. V t € ABER.) AB fü 


Bt. (Z.) 29 B 值 位 势 ,由 第 一 章 的 定理 6. 9 知 ,Z, — 0, 且 由 上 述 
TRAE X Eiub LUÉR ELIO ERLAR MAOD 知 : 存 在 可 积 
随机 变量 X。 ,使 得 Y 一 > .从 而 
X=Y, Z, — X... 
MSD ERF, P) 为 任 一 概率 空间 , 为 任 一 定义 在 

党 上 的 也 和 值 完 全 可 加 有 界 变 差 集 函 数量 靖 委 成 . 设 基 一 (AA 
eA, RAHE- -EBA LAC A PAD 0 一 下 2 
TRUE A E Q8 4 [28 BTA RE EU] TREES XE jo] S «Horn o" xg XL n] 
Cam € Aon € Aum x om B TEE SE TEE UA € m— FEBER 
HEBR AC Bas". S. EB n FEN o EO € MAIS. 
SU CC S aCU 一 9. BE. 
LKXAD 

PAD 
34 5 € A,,z € A. BHE58] 248] 16.250: (X, € A) 是 一 致 可 
积 的 BE Bo dm PE XXe € LAZ. P 使 得 
limE 半球。 一 到。 l —0.V 2€ ATI. V ec 0 TE m € ACD. 


X. 
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pA 


Masa ark HAH eA en Amer on 


HAEDX,—X.ll <e 于是,Y 4 € SF., 
i xa ~ [XaP 1 — | | xar — [x.ar1 
à 
A A A 


< fix, - x. I dP « e. 
XAT: V x € AYAC. A 
[x.ap = [x.ar. 
E 4 


BV A € S.P) > 0, 必 有 某 个 XE 使 4 En FE, 


aCA) 


A) = J PA) 


dP = [az = Jx.aP, 
A A 


WEEB RK RNP. 
BEX = OG € A) ÈB 值 一 致 浙 近 拷 , 对 任 一 A 
EUF iE XR SE B A AERE QUO. 


QUA) — lim |X.4P. 
aX 
A 


由 定理 3.3 知 , 上 述 定义 是 合理 的 , 称 介 为 下 诱导 出 的 B AERA 
数 . 显然 外 在 Us. 上 是 有 有 限 可 加 的 ， 
定理 3.7 设 B 是 任 一 Banach 空间 ， 则 TIE. 

d) B 具有 RNP; 

(2) 任意 概率 空间 52, 多 ,P) 上 的 尾部 一 致 可 积 的 B 值 一 臻 
ANIR X = (3.57. € 2} 的 诱导 集 函 数 人 可 唯一 扩张 成 多, 上 
的 完全 可 加 测度 , 且 

QA) = |x-ar, VACS., 


其 中 Xo E LSA, PB) 
(3) 任意 概率 空间 CO, ,P) 上 的 尾部 一 致 可 积 的 B fi —s& 
HDE X = (X, 二 了 十 Zt E A ImBgYo gigi. 
证 ”类似 于 定理 2.5 的 证 明 , 略 ， 
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iuge lim ,e lim,e lim 分 别 表示 本 性 上 极限 ,本 性 下 极限 ,本 
性 极限 .esup,einf 分 别 有 示 本 性 上 确 界 ,本 性 下 确 界 ， 
引 理 3.8 设 Z= {ZF E A ABÉ- BAA, tE 
A) 满足 Vitali V), W 
e lim zi -29. 
证 BRIZI Ea 是 一 致 可 积 的 ,更 是 区 部 一 致 可 
积 的 ,由 [105] 的 定理 3 有: 
Ee lim l| Zl s limE | Zi = limE IZ. = 0, 
从 而 
e fim i Z, Il —0, 
即 
e lim 1 ZH = 0. 
定理 3.9 RASI F, EAE B (i—i k, B 
Ro RNP, t € A) 满足 Vitali 条 件 (V), 且 liminfE l| Xo 
oo , Mij 
(OD CXO FE B 中 的 拓扑 本 性 收敛 于 茶 一 随机 变量 : 
《2) CIL X, lo AREATA. 
证 — H1 ER 3.3 4. X, =Y, t Zo V 2 € Auri) 259 B (B 
Bh. (Zo) 为 B 值 一 致 位 势 . l 
supE IY = mE lY. := liminfE | 
x lim infE | Xl + limsupE iz. Il 
一 lim infE IX, oe. 
更 有 supE Y| < co, HL YU S EP Aa, h [106] 的 定理 3. 
2( 或 [17] 的 定理 12.4) 40 4Y x B 中 的 拓扑 本 性 收 笋 于 了 . 即 
elim | Y, — Y || = 0. HF 
X,—Y-—(UY,—YOo-cZ 
IX% -Yis YS YI AZ]. 


| Aceite me ar © r- 


A. it 
elim || X, — Y || x elim íY.—rl + elim iz = 0. 
A 
这 就 证 明了 (1). 
(2) limsupE || X, || = limsupE || Y, + Z. || 
TET, ET, 
S limsupE || Y. || + Himsup£ || Z. | 
-€ T, "T, 
= limsupE || Y, || 
r€ T, 
< liminfE | X, ||] « eo, 
ET, 
B] limsupE [| X. | = lim inf£ | X, || = limE | X. | «€. 
TE T, ret, :eT, 
这 就 证 明了 {1 X. [i Fot € A) Dg fé SEL Bh. 


$4 ”定向 集 上 的 B 值 Mil 


B EVE, dn€A,Mrc AQ HH 有 
e | ERX, [S7 — Xil 226) «€, 


Wlsk X35 B Mil. 
Ti ERES UO OE SER Ia] REI Radon-Nikodym fEff , 
它 是 第 五 章 定 理 1.5 的 推广 ;从 而 是 Lévy 连续 性 定理 的 推广 . 

。 定理 4.1 设 4 是 任 一 向 右 定向 集 , {多 1,1€ A RS WE 
单调 上 升 的 子 o 代 数 族 , 且 满 足 Vitali 条 件 (V),Y 是 可 积 的 B 值 随 
WEE. S Y, EQODDEOICAIJBY, F E 4} 本 性 收敛 
HDUOESUP EQ] V Sn». 


d 4T. RI saec A) —— €T, B4 
Y. = EO |7), His] 8 3. 174, Y, — SY as B 17] 的 定理 
12. 3 dL Zr (Yt € AY ETEIC OR. RAER Y, € T.) 依 概 率 收 


23 » T RERA — 5c fc BEC SE Rr PO HC QUIETE — RA SE. 
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故 由 引 理 1. 1 知 , 只 要 证 明 :对 任 一 递增 的 简单 停 时 列 {r-) C T, 


cte) mes ae 


YL 依 概率 收敛 . ERE EL Y 一 EQUI. n 21) 5 B 
Wt. 由 第 五 章 定理 1. 5 AY, jc. e Ut B UAR Y.) 依 概率 收 敏 ,这 
就 证 明了 {Y,,t € A) KEKA AY. € A) 是 一 致 可 积 的 ,由 
第 一 章 定理 69. E AL 收 敏 ,显然 其 本 性 收 伊 的 极限 与 
L 收敛 的 极限 相等 (在 ae 意义 下 ) , 记 之 为 Y。 ,下 面 证 明了 .= 
E(Y| V 2. BRY. RE V SWR. AUS n6 4, 使 
8 AC. Y e Y. dk 
[YaP = lim|Y,dt = frar. 
A E 


用 测度 论 的 典型 方法 可 证 明 ; 
[YaP = jvar.v A ENF. 


A 


Am Y. = E | YA O AREH T EE. 
定理 4.2 X= (X404: € A) 为 B 什 可 积 适 应 计 程 ， 
(GF, E AYER Vitali JE GEUC (€ A 本 性 收敛 上 且 工 收 
$y UJ X 3X; B fff Mil. 
AO RYA S E ADIRE S Y, — EO 70. V £t 
€ A. JW Y, 97,2: € A) 5 — CREER d EXE 4L 180 (Yr € A) 本 
ERKEL KAF EY | V 570 — Y M Xt € A) {Yt E A) 
均 本 性 收敛 且 工 ! 收 仑 于 了, 令 ; 
Z,-— — Y, tA 
则 {2Z4,t€ Ar 本 性 收效 且 L RATER O BEDA B E XLV e> 0， 
f: 
P(elimsup l| Z. d 2680 
出 第 一 章 的 定理 4.1 知 ,3 S, € A.5, 4 , 俩 得 


esup [| Z, | y elimsup | Z, | > 
£5. LE 
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故 
Prinfesup [| Z, || > €? = 0. 
a gm. 


T4é35.€4.(f 
Plesup IZI .29 6) «e. (A) 


RAZ € AD BUT AC 0, 所 以 了 Ss EA 
[iz aP < ey t € ac. 


FEXISIE £225, W, = EX, F, v € AN WS LUC A) E 
B [35.3] LERE H f 58 REM 4L o, tO — 1. 
2,…) ,使 得 ; 


esup || W, || = sup Iw. d. 

于 是 

Plesup TW 关 o = PGup | wW | 9 

一 lim P (max FW, | > ey 
任意 固定 n, 

B, — (|W i > 9, B, = {|W l| >e, 

| W, | s elsjsé—l! 
GC = 2.8). 

则 有 


P(n w, | -5 
(max | W, d >) ZPB 


1 H 1 了 
«MJ, iw. aP < $D fiw, aP 


i—i 


1 
«iiw iarxlz(izg <e, 
Er] 


其 中 M um ,所 以 
P Cesup | EG IE ems (B) 
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Pn EXER t > sab CAD B GD 有 
Plesup | ECZ IA — Z, i > 2e) 
去 P Cesup EZI. i >e Plesup I Z.l 2e 
= Plesup | EZ I, 2» 6 + PCGesup | Z,] >e) 
"h 


« 2e, 
HEZ., € A) B fé Mil. fU, X 5 B (ii Mil. 

此 定理 在 序列 情形 下 由 Talagrand 所 证 明 { 见 [19] 的 定理 2)， 
在 定向 集 指标 实 值 过 程 情 形 申 章 晓 予 所 证 明 ( 见 [107] 的 定理 1)， 

定义 42 设 {( 多 ,GEai 是 多 的 单调 上 升 的 子 = 代 数 族 , 如 
果 任 意 4 E 多 一 eCU S o f£— iB IE SE SALA, E AAC 
elimsupA, ,对 插 一 上 >>0, 存 在 志和 志 所 所 … 扫 所 及 两 两 林 交 的 集合 
B, € F, B C A m 1,2, fif 


PCAN UB) « e. 
WSZ, € A) 满足 Vitali REVO. BREF, € 4A} 满足 
Vitali BPPV O , 则 必 满 足 Vitali RAFO. —— 
定义 43[17] Hin) C A. du) TAMRA LA s 

S GU Us) sU. 如 果 存 在 子 列 生 ,} 忆 GL) ,使 得 {s) s). 
WFR) 常 在 ts.} 之 上 . 

引 理 4.3 设 字 是 实 值 可 积 适 应 随机 过 程 {(X,, 和 分 ,,tE€ A) 全 
体 组 成 欧 集 合 , 其 中 4 是 任意 的 向 右 定向 集 , 令 

Eu = An F EE A)e€ GA N}, 

设 €,H RUE Doob 条 件 ( 即 EL 有 界 》 的 元 素 a. e. US ETE 
IX AEDE FE, Kt EAL 有 界 , {FE A 满足 Vitali 
条 件 (V'), 车 存在 子 序列 {5,} C 4, 使 得 对 任 一 递增 的 常 在 (oo) 之 
ERTIK) C ACE on € N) € S, WU € A) E 
uU ex. 

ub o RUEHBTXOGG€A)TokTEIROS.BSCOTR(UX.C€ AILUÉS 
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界 ,根据 Fatou 引 理 知 eliminf X, < oo, elimsupX, >— co, [E ier 
在 两 实数 a «05 B8 

A = {elimini X, « a « b < elimsupX},P(AY — E> 0， 
KALF € A: 满足 Vitali RVO, BrbA Tee BL 9j #0 所 
G^ L fes xu" H 


PCAN Uu [4D SL a)) 


我 们 可 取 有 限 序列 £6? LH? «ce LED ER HP SPP IH, 
H 


PON Ü (Xœ =b) < < E/8. 


用 归纳 法 我 们 可 选取 一 递增 的 子 列 { FC A En) 所 会} 及 
P(liminfX, Sa «5s limsupX, ) zz €/2. 

BF. nE N) EEs HR E Doob RIE CELERE 从 

Miot € A) 本 性 收敛， 

下 面 的 定理 见 [107]]. 

定理 4.4 RX S{X Fn € A) ARAL 有 界 的 Mil, 
F or € A) 满足 Vitali e fFVO0, RIO, € A) qd Ax. 

证 4 o SEE Mal(X ums c a) idet = (X, 
S. € A) €. A— 人 ), 由 第 三 章 的 定理 2. 3 知 ns rg i 
是 Doob J& (FÉ a. e. lir EX a’ € A) € on UL 
EALAR, {Ft E A 满足 Vitali e (p(V O, BFN, E 

A} A Mil, $t V € 0,3 s € Aa i—i sA 
P sup (EX |7.) — X.| 2» €) «e. 
于 是 对 正 实数 列 e 40.3 (sn € NI CA te 
PGsuplEQG 57.) — X. | 2» 6) «e, Cx» 


iink E N} 是 4 中 任 -- 递增 的 常 在 {si,k € NT 之 上 的 序列 , 则 
FETI (n € NTC GE € N) BIS ho nC NEZ 
E, B]. V kB RE 
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pp 


PGsup |ECX, 1.5, —X,| 7» &) 
X, en m "m t * 
E ad esup [EX IFD — K| 22 £0 «— En 


AMIK v0, on € N) X Mil. gp IX, oH, un EN: c. 由 引 理 
4. 8 AX, t € A) ERES. 

推论 4.5 RX — (X, 9,6 A) 为 一 致 可 积 的 实 值 适应 过 
BAA et E ALINE Vitali ft (V. W (xe A ded 生 
=X 为 Mil. 

证 ”由 定理 4.2, 定 理 4.4 及 第 一 章 的 定理 6. 9 知 推论 成 立 ， 

定义 4.6 设 革 二 {Xi 部 1,t E 23) 为 L! 有 界 的 B 值 Mil, 
HELLE A) 满足 Vitali RVO RLA, Dt € A) 本 性 收 敦 于 
00g FEB, HX E A RRA FEP Br REBügityg 
空间 ). 

证 $o-—d dX. E AKE A ABE 
Mil „elim f (X) =0fEB a= A REA E, 
A = N) ia [19 1B sg E 6 41 oo V pL ARDE a. e E UT 
0. 任 取 满足 定理 条 件 的 其 一 (XQ eam dx] = 
{ X. 1 Ant E AE o, AFR, EA AB MIL, EE V e 
0.J2s€ 4 jH: s 

Plesup | EX I) — X, l| 2-62 — 6 
于 是 对 正 实数 40,3 (sn € N) C ALffBÁR 
PCesup | ECX,] 57.) — X, || 22 €) «m e. (4. 4) 
Win. € N) 是 4 中 任 一 递增 的 常 在 ta CN) 之 上 的 序列 , 则 
PETF uon € NI C {tk € N) BiBs, ctn C NORRIS 
k TY mk BUDR 
P< sup ]ECX, 57, ) — X, || 2&2 
< PCesup | ECOL, 67 —X.l 2 e) « e. 
从 而 {Xn € NI RB fE Mil. TRIEB £F € B' 有 {f(X,)， 
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TE TH 


n € NI UESUT OTEA on € NI € ou. HS] RR 4.3 知 
UL X. de € A) d fEUE e, (B d (X) € t. HL ARA, 
Ll X, I n € Njae KAF 0, BELA LILX, I| ,t € A) ERAF 
0. 

定理 4.7 设 B 是 可 分 Banach 空间 ,六 二 {5,2 n” E A) E 
L RH) BE ML, € A) EIE Vitali 条 件 CY'), 风 存在 叭 一 
分 解 : | 

X =Y, +HZ CÀ, 

BRIYE AAL ARW BR, {ZF € 24) 为 B 值 


Mil Helim || Z, | = 0. 
证 D= = MM REB 中 的 可 数 筒子 集 ,7。 = ue 
:下 大 | x l, Firo] m Lisi, 2 "nyn i, HAX, F, 


LEA EBAL AF Mil ,着 再 注意 对 任何 Bochner 可 积 的 了 及 
a 代数 罕 , 均 有 

FEY (FD = ECFÉO' A, c B^», 
则 易 证 

ARS t E A) ERÉ LU AR Mil, 
BrEA e HESE 4.4 BAO hea 本 性 收 侣 ,从 而 

elim f (X,) 存在 JEB), 
又 据 定理 4.4 B UEHH AD FE E RE] E FHH PEAJE 9I aoon 之 

1) 使 {fi 057, m Ze 1) ERE L' AR Mil B, 


elimf (X) = lim (X, ), (f € B’). G. D 
ER: € 4 固定 , 令 
gi c esup( E (elim (XD): f Evi), (4. 2) 
参见 [19] 定理 8 的 证 明 》 
sepo. ae CH nko fh. (4. 3) 


(EEIE & 79 0. Egoroff 定理 得 知 存 在 B, € 7, tE 
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PG) 2-1— log 在 Bi 上 一 致 收 襄 于 0,(n 不 co). 


(4. 4) 


> 


SP S= F, N BSAN BAE}, 

P, = P |, Æ P de B, pp 

TQ) = ECim fO, 072], (f € B^), 
则 可 证 了 是 B" — L^ GL, AP PO BERTERCT. EX ELE e> 
0.3 n. zz 1.fE 


gi (D e, (1 o € B). (4. 5) 
所 以 
五 (Lim fCX, )|.57,5 |a sz eia. e. CF € V2). (4. 6) 
而 YI 了 EB" rom EV rs 
EC(limrf(X IY), S eae, (4.7) 
从 而 


E(limrfCX, XO), 
TE B, 上 有 本 性 上 确 界 , 亦 即 W SEB TOU € L"(B,,J 1? ,D,). 
TRTO) 是 线性 的 . 
现 将 了 限制 在 闭 单位 球 3 一 FEB Fl 过 Ti. 
EU anm 1} CS.OQOo f, T. FOU) 59 * 收 策 到 £o. 


不 妨 再 设 f. f E SG D AEWA Leap SoS 
B[ 3 5. 
BET 1 Ze 1) E B, ES BUAT OCh n ^ oo 时 ), 所 以 
V 622 0.3 E# M o 0, 使 
0 x gi (Gu) « e, CY c € TH). (4, 8) 
LEA f. f AIE Kc» 0s IA K HA 
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EAEN, 一 fix | x < 


FECE, — £0 € Vs. ze EAS 天 时 有 
[EClim | f, — PXO LF D| eaein Ba (4. 10) 


KiM) (4. 9) 


TE 
es = esup[ I, E dim GF, — /2(X, OF) ] 
SE ZEOK Von). (4. 11) 
此 即 
TSD- TN ll. X eOAEKEKVnm. 《4.12) 
总 之 ,我 们 证 明了 : 


«FM. feldTUO-—TCGOlus-—-0. (4.13) 


diua ET 了 是 ?5l) TMIE-—JXSOPTPÉEBSXDIrQCD E 
Ams Dan 之 1} CC r,t 


lim fio. Gr 存在 . 
而 对 zz € D,E {f0 Dn zm 1} 中 又 有 子 列 {P(n,2) ,yn zl. 
lim f. pn) 存在. 
en SETS ZR dp BOUE D. zd) T eain zl. 
lim faol) FEG S1). 
ISl Bosma n cr, A 
lim finno Cn) FEG 2 D. (4. 14) 
{ER r € BEF Dc- inco) 在 了 中 稠 ,所 以 ,ws 0， 
3x, € D {E || x — x, | « 6, AT 
Leon GE — Fee. Gul SS x — xul] <e 15 
H e> OF MERTERI 


lim fs. o2) 存在 CY x € B). (4. 16) 
因此 (参见 [95jP. 125 定理 D de dk f£ € SD fili 
fto» f in — oo), (4. 17) 
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BL. 132, (4.17) 得 

IE Framd — T lio 0, Q — 99). (4. 18) 
EHE RHCTREBH T IT OSQOD) 中 人 尾 一 无 穷 子 集 均 有 收 敏 子 列 ,县 其 
极限 在 荆 (5601)) 中 ;所 以 TC(S601)) EARE, AR TSC) 的 
[3] &LJF A 9E SE HATUA 是 相对 紧 集 . 所 以 荆 是 紧 算 子 ( 参 见 


[95]). 而 一 线性 算 子 是 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 共 力 算 子 因 紧 算 子 
《参见 195 ]P. 2825. 


EEL, FA, Poy = L” (Bi, P) ,考虑 
VLB S O, 1) — B 
V HREH TYV =T. 
则 了 是 紧 算 子 , 从 而 (参见 L1]z. 68 定理 20 存在 本 性 有 界 的 B 值 随 
机 变量 W, tE 
Vo) = [Ad P pE Dos PP). 4.19) 
BY'-TÉ* | 
f€B', 


fo» 一 TMO c LB mpy (o 20) 
由 (4.19) 有 
TNA) = [A Wogar. (4. 21) 
Bi (4. 200, (4. 21) 得 
TG) = fO). (4. 22) 


将 {Bi 必 之 册 不 交 化 (B', 一 B, LU BO BUS TEZI US > 
1). ARPB) 一 1. 令 
Y, = MW. 
WY EZH B 
FD = DI = PIT 
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一 SI Edim AKO FD 
e T 


H, 


= Eclim f(X ) 157). (4. 23) 
所 以 
YDI x liminfEC (X, 0 L7) 
< limiMECEX, LIE 2.( € SD. 04.24) 
V v € 0, 由 Hahn-Panach 定理 存在 /. € S0) 使 


LEO D] = | Y ios |. 
B GO.240 及 名 的 任意 性 得 ; 
lY, li < liminfEC X, || E97). 
BE ULL A RIAH he 也 是 LUE. 而 由 (4. 23) 得 知 
OED teE 8) ERAR EB”) 


又 
EGOZ) = f (EC NSN FE B's € A), 
' (4. 25) 
所 以 
PEL f, € A) 
FESI D = S om |. 26) 


JEB E 
再 一 次 应 用 Hahn-Banacb 定理 得 
EQ, 57) = Y, G S tst € A. (4. 27) 
ZZ RHET Y, F.t E A) RE LUGAR BIG S 
Z =X, —Y,o€a 
HAULED, S.t E A 是 一 致 可 积 实 值 鞍 , Cf EBO MEAE 
理 4.1 得 知 它 是 L^ 收敛 与 本 性 收敛 于 
Elim f£, 5| V57,) = lim f(X, 5, (4. 28) 
所 以 
UO) = fOX0 一 了 GE 
L'A sx HRERS E O0, C£ € B). pE 
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一 一 一 


(Zt € AY AE QE BUT 0. MiZ nr € A) 显然 是 Mil, 存 在 
性 证 毕 . 

王 面 证 明 分 解 的 唯一 性 ， 

RX = Y+ Z DX HSR RYZ E A 是 
L AR, {Z,a E A) Æ Mil, H es FERA F 0. 

任意 固定 +, 有 

YY = ze z |l: 

CHY — Y, os € A) AIRETA 
AFi i head Zul hes IEKA TT OL BEDA ETE i.) C 
Ass) ZR tas S Sica 

lim Iz. | = lim 2 | = tae.. 

由 Egoroff 定理 ,¥ e> 0,9 B € 97,P(QB) 9 1 — e BC] Z, lE. 
412, 在 B 上 一 致 收 合子 0. 由 于 {上 Y, — Y D. N Bes 
€ AN CB, (| B,PC- 18)) 上 的 非 负 实 值 下 载 ,所 以 

| Y, — Y. | £x El Y, ~ Y's lAl N B 

= En( 2, — Z', Tl, (Y BD, (4. 29) 
其 中 五 * 是 相对 于 概率 测度 PC [BO 的 期 望 算 子 . 在 (4. 090 rH E 
— co 即 得 

lY, — Y’, it I4 = 0. 

Hiec 9 的 任意 性 知 Y, = Y'. 定理 证 毕 . 

推论 4.8 设 可 分 Banach 空间 B R. dj RNP,X = [X „F ut 
€ AN f& L' fi ir] B (ét Mil, (57,,2 € A 满足 Vitali 条 件 (Y 7 ,出 
hea EHKK. 

证 ”由 定理 4.7 及 定理 1.6 即 知 推论 4. 8 成 立 ， 
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